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图 论 是 组 合 数 学 的 一 个 主要 组 成 部 分 ， 近 由 十 年 里 ， 它 已 经 发 展 成 为 数 
学 的 一 个 重要 分 支 。 由 于 图 索 的 本 身 魅 力 和 其 在 信息 社会 中 一 些 学 科 领 域 诸 
如 计算 机 、 运 筹 学 、 系 统 工程 以 及 物理 学 、 电 子 学 、 生 物 学 、 化 学 等 方面 的 
广 诈 应 用 ， 因 此 ， 越 来 越 受 科学 界 尤其 是 数学 界 的 重视 和 关注 。 

本 书 作为 图 论 教 材 ， 主 要 强调 的 还 是 图 的 基础 理论 ， 内 容 主 要 包括 图 的 
基本 概念 ,图 的 连通 件 , 树 , Euler 图 和 Hamilton 图 ,图 的 能 人 ,独立 集 、 履 
盖 和 支配 集 , 图 的 集 色 , 极 图 理论 和 Ramsey 理论 , 有 向 图 ， 最 后 简单 地 介绍 
了 网 络 流 理论 。 

本 书 选择 的 内 容 还 是 比较 丰富 的 ,但 作为 每 周 3 一 4 课时 的 一 学 期 教程 也 
县 很 容易 设计 的 ， 只 要 挑选 一 些 重要 的 和 学 生 们 所 喜爱 的 内 容 ， 例 如 ， 某 些 
元 长 乏味 的 定理 证 明 可 以 省 略 ， 又 如 第 二 章 图 的 连通 性 对 于 -连通 ，w- 边 连 
通 ，Menger 定理 可 用 1~2 个 课时 作 一 些 一 般 介 绍 ， 对 某 些 应 用 和 算法 也 可 
以 根据 不 同 专业 少 讲 或 不 讲 。 

近 十 年 来 .我 曾 狠 次 进 授 数学 系 的 图 论 课 ,也 和 参阅 了 不 少 国内 外 的 优秀 教 
材 , 书 中 写 进 了 自己 的 一 些 研究 成 果 和 教学 体会 ,包括 教材 内 容 的 编排 顺序 。 
但 由 于 水 平 有 限 ,经 验 不 足 , 相 信 一 定 也 有 不 少 错误 , 层 请 读者 批评 指正 。 

在 本 韦 即 将 出 版 的 时 候 ， 我 要 非常 感谢 一 直 关注 着 这 本 书 的 华东 师范 大 
学 的 洪 渊 教授 和 束 金 龙 副教授 ， 以 及 湖州 师 院 方 坤 夫 副教授 。 洪 渊 老师 审阅 
了 初稿 并 提出 了 修改 意见 。 我 尤其 要 斗 谢 张 建 助教 授 ， 他 来 宁 泪 大 学 工作 也 
使 得 这 本 书 得 以 早日 定稿 ， 他 同 骆 建 宁 副教授 、 匡 运 华 副教授 一 起 对 初稿 进 
行 了 认真 的 校对 并 就 有 关内 容 同 编者 一 起 进行 了 仔细 的 讨论 。 

这 本 书 从 初稿 到 定稿 的 全 部 打印 都 是 由 周 彩 莲 老 师 完成 的 ， 我 对 她 的 辛 
勤 工 作 怀 着 深 深 的 感激 之 情 。 我 还 要 感谢 白 江 省 师范 院 校 的 系 主任 们 ,是 他 
们 的 美 心 促使 我 下 决心 来 完成 这 项 工作 。 
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在 现实 世界 的 许多 场合 中 ,经 常会 遇 到 在 有 限 个 元 索 之 间 是 否 存在 某 种 
联系 或 它们 有 怎样 的 联系 .如 果 这 有 限 个 元 素 有 联系 且 联 系 是 对 称 的 ,我 们 就 
能 用 图 来 模拟 这 种 情况 ,所 以 图 实际 上 是 经 常 磁 到 的 .现在 就 从 这 个 概念 出 
发 ,来 开始 我 们 的 研究 。 


1 1 图 的 概念 


在 给 图 下 确切 定义 以 前 ,我 们 先 举 几 个 例子 ， 

假设 其 航空 公司 要 为 国内 几 个 重要 坡 市 提供 服务 .该 航空 公司 有 一 张 航 
空 线路 图 ,如 果 两 个 城市 之 间 有 该 航空 公司 的 直达 航班 ,那么 航空 线路 图 中 应 
该 有 一 条 线 来 连接 这 两 个 城市 ,现在 我 们 取消 具体 城市 的 名 称 , 这 个 模型 就 是 
我 们 要 研究 的 图 ,代表 城市 的 小 图 就 是 我 们 所 说 的 图 的 顶点 ,而 连接 两 个 城市 
的 航线 就 是 我 们 所 说 的 图 的 边 ,我 们 习 坐 该 航空 公司 的 航班 能 否 从 一 个 城市 
到 达 另 一 个 城市 ,这 就 是 图 论 中 所 谓 图 的 连通 问题 .如 果 我 们 再 在 图 的 边 上 标 
上 一 个 正 实数 来 表示 两 个 相应 城市 之 何 机 票 的 票 价 , 这 样 的 图 就 被 称 为 赋 权 
图 .我 们 要 从 一 个 城市 锋 该 航空 公司 的 班机 到 男 外 一 个 城市 ,怎样 乘坐 飞机 使 
所 花 的 票 价 最 小 ?实际 上 这 就 是 图 论 中 求 最 短路 的 问题 ， 

作为 第 二 个 例子 ,假设 一 个 公司 要 扩充 业务 ,需要 招聘 几 个 新 的 职员 ,这 
几 个 职员 分 别 是 绘图 员 , 工程 师 , 计算 机 程序 设计 员 ,数据 分 析 员 和 助理 私人 
秘书 各 一 名 。 有 七 个 人 前 来 应 聘 ,这 些 人 中 每 一 个 人 都 能 胜任 一 个 以 上 的 职 
务 . 这 种 情况 能 够 用 图 1. 1 所 示 的 图 来 表示 .图 中 下 面 的 五 个 点 (DRA ,ENG， 
PRO,ANL 和 PER) 用 来 表示 职务 ,而 上 面 七 个 点 (1,2,，…,7) 用 来 表示 应 聘 
的 人 .如 果 一 个 人 有 了 能 力 胜任 某 个 职务 ,那么 在 对 应 的 两 点 之 间 就 画 上 一 条 
线 .值得 公司 感 兴趣 的 问题 为 ,是 否 能 从 这 七 个 人 中 挑选 出 五 个 人 来 ,分 别 承 
扯 这 五 项 工作 ?用 图 论 的 术语 ,就 是 我 们 要 问 职 位 和 集 能 否 “ 匹 配 " 到 应 聘 的 人 
梨 。 

作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 假设 有 八 种 供 实验 用 的 化 学 药品 (4,8,…, 日 ) 
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DRA ENG PRO ANL PER 
图 1.1 岗位 应 聘 图 
需要 存放 在 一 个 大 仓库 里 ,而 这 些 化 学 药品 中 用 


某 些 药品 彼此 要 引起 化 学 反应 ,当然 我 们 不 能 有 

把 它们 存放 在 同一 间 房 子 里 .我 们 用 图 1.2 所 示 

的 图 来 模拟 这 种 情况 ,用 一 个 点 来 表示 一 种 化 

学 药品 ,如 果 两 个 点 之 间 有 线 相连 ,那么 就 表示 

相应 的 化 学 药品 不 能 被 存放 在 同一 个 房间 里 。 

我 们 要 间 为 了 安全 存放 人 种 化 学 药品 种 要 的 最 。 和 
少 存放 房间 是 多 少 ?这 类 问题 在 图 论 中 尤其 感 村 

兴趣 。 到 目前 为 止 ,解决 这 类 问题 的 唯一 已 知 算 

法 是 很 无 效 的 ,而 且 许多 数学 家 也 相信 对 这 类 。 图 上 2 化 学 药品 反应 图 
问题 设 有 有 效 的 解决 方法 。 

我 们 还 能 举 出 很 多 类 似 的 例子 ,不 过 在 上 面 的 三 个 例子 中 已 经 不 难 抽象 
出 图 的 概念 .图 G 二 (V(G) ,ECG)) 是 由 元 案 被 称 为 顶点 的 一 个 有 限 非 空 集 连 
同 被 称 为 边 的 不 同 顶 点 有 限 无 序 对 集 ( 可 能 是 空 集 ) 组 成 .VCG) 称 为 G 的 顶 
点 集 , 而 E(G) 称 为 G 的 边 集 。 

4 一 (uva) 称 为 连接 顶点 zx 和 au 的 边 。 如 果 e 二 (za) 是 图 的 一 条 边 ,那么 
顶点 上 和， 被 称 为 是 邻接 的 ,和 < 称 为 是 相关 联 的 以 和 < 也 是 相关 联 的 , 且 z 
和 分 别称 为 。 的 端点 .如 果 et 和 cs 是 G 中 具有 一 个 公共 端点 的 二 条 不 同 边 ， 
那么 el 和 ;被 称 为 邻接 边 .为 了 方便 起 见 我 们 通常 用 uw 或 vw 来 表示 边 而 不 
用 tw1v)。 

一 个 图 G 的 顶点 集 的 顶点 个 数 称 为 G 的 阶 ,用 p(G) 或 简单 地 用 p 来 表 
示 , 而 它 的 边 集 的 基数 通常 称 为 G 的 大 小 ,用 9(G) 或 g 表示, 一 个 (p,q) 图 就 
是 阶 为 户 和 大 小 为 9 的 图 。 

通常 用 图 形 来 定义 或 描述 一 个 图 ,在 所 画 的 图 形 中 一 个 点 (通常 画 一 个 小 
轿 ) 来 表示 图 的 一 个 顶点 ,而 边 e 一 ww 用 一 条 线段 或 者 曲线 来 连 搂 相应 于 «和 


z 的 点 。 
有 具有 顶点 集 V(G) = {fwtyzay…vzn} 和 边 集 站 (G) 二 {e11024… ,es} 的 图 台 
也 能 用 矩阵 的 方法 来 表示 .图 G 的 邻接 矩阵 4(G) = [aij]sxs 定义 为 
1 ww € ECG) 
和 中 vw, & ECG) 
这 样 ,一 个 图 G 的 邻接 矩阵 是 一 个 对 称 (0,1) 矩阵 且 主 对 角 线 上 元 素 是 零 , 图 
如 的 关联 矩阵 B(G) = [5],xs 定义 为 
“=( 如 果 顶 点 w 和 边 。 相关 联 
”lo 否则 
例如 ,由 顶点 集 YLG) 一 {v4 ,94060554} 和 边 集 ECG) 一 {vivi vvs vv 
vav4rviv4) 所 定义 的 图 ,用 画图 的 方法 ,邻接 矩阵 和 关联 敌阵 方法 来 表示 就 如 
图 1. 3 所 示 。 


人 


图 1.3 ”一 个 图 的 邻接 矩阵 和 它 的 关联 算 阵 

如 果 人 们 用 计算 机 想得到 某 种 信息 或 者 解决 一 个 与 图 有 关 的 问题 .图 的 
邻接 朱 隆 和 它 的 关联 秆 阵 表示 法 常常 是 相当 方便 的 . 另 一 方面 ,图 的 邻接 算 阵 
和 关联 矩阵 中 也 包含 了 大 量 多 余数 据 ,如 大 量 的 0 和 重复 出 现 的 !。 正 是 由 于 
邻接 抢 阵 和 关联 矩阵 的 这 一 不 能 令 人 满意 的 特性 ,在 将 图 输入 计算 机 的 时 候 ， 
我 们 也 可 以 采取 其 它 的 方式 .例如 :可 以 采用 输入 图 的 所 有 边 和 它 的 阶 ;也 可 
以 采用 输入 邻接 数组 ( 即 对 于 图 中 每 一 个 给 定 的 顶点 ,所 有 与 它 令 接 的 顶点 的 
点 列 ) 等 等 ,当然 ,还 存在 其 它 一 些 输 入 方式 ,具体 采用 什么 方式 ,可 根据 需要 
计算 机 解决 的 间 题 和 选择 的 算法 来 确定 。 

两 个 图 常常 有 同样 的 结构 ,只 是 它们 的 顶点 和 边 标号 不 同 或 者 画 的 方式 
不 一 样 .为 了 使 这 种 想法 更 确切 ,我 们 引进 图 同 构 的 概念 , 设 G, 和 G, 为 两 个 
图 .车 VG) 一 YLG:) 且 &CG1) 一 (G0), 则 称 G 和 G, 醒 等 , 记 为 6, = G,。 
车 存在 一 一 映射 pV CG,) 一 VCGs) 使 得 92 保持 邻接 性 , 即 wv E ECG,) 当 上 且 仅 
当 Fplv) E 号 (G:), 则 称 为 G, 和 是 同 构 的 , 记 为 Gi 衬 G, 而 且 一 一 映射 
9 称 为 G 到 GG 的 同 构 映 射 或 简称 为 同 构 .容易 看 出 “ 同 构 "是 图 上 的 一 个 等 价 
关系 ,这 种 关系 把 全 部 图 集 分 成 等 价 类 .两 个 图 是 不 同 构 的 ,如 果 它 们 属于 不 
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辣 的 等 价 类 。 
在 图 1.4 中 ,每 个 图 G4 = 1,2,3) 都 是 一 个 (6,9) 图 ,而 且 G, 和 GG, 是 同 
构 的 。 


[a ve vy 


v 名 by 
A 日 a wm 


图 1.4” 同 物 和 不 同 物 图 

例如 由 :F017 一 wis902) 二 vv) 一 mw 一 区 (25) 二 和 9w) 二 
zw 定义 的 上 映射 8:Y(G) 一 VCG,) 是 一 个 同 构 觅 射 , 另 一 方 而 ,G1 闫 G,, 因 为 G， 
包含 了 三 个 互 根 邻接 的 顶点 而 G, 没有 三 个 互相 邻接 的 顶点 ,当然 G, 闫 局,。 

如 果 忆 是 一 个 (p,9) 图 ,那么 pz 之 1 上 且 0 达 qg 达 plp 一 1)/2。 如 果 (p,q) 
的 阶 为 1, 刚 称 CG 为 平凡 图 ,否则 称 为 非 平凡 图 .显然 ,C1,0) 图 是 唯一 的 
一 个 平凡 图 , 且 每 个 非 平 凡 狠 必 有 阶 p 之 2。 

除了 图 的 阶 和 大 小 以 外 ,在 对 图 研究 中 ,人 们 最 经 常 磁 到 的 数 是 它 的 顶点 
度 .图 G 的 顶点 v 的 度 是 在 G 中 与 关联 的 边 数 ,G 的 一 个 项 点 的 度 用 
degc(za) 表示 或 者 简写 为 4eg(u) 。 如 果 用 Neckv)( 或 者 简 记 为 N(o)) 表示 C 中 
所 有 与 口 相 邻 搂 的 项 点 集 , 那 么 degctz) = | Nato)|, 设 G 为 任意 一 个 图 ,G 的 
所 有 项 点 度 的 最 大 信 称 为 G 的 最 大 度 , 记 为 A4(G) 4G 的 所 有 顶点 度 的 最 小 值 
称 为 G 的 最 小 度 , 记 为 5(G) .一 个 项 点 被 称 为 奇 顶点 或 偶 项 点 取决 于 它 的 度 
是 奇数 还 是 偶数 ,图 C 中 度 为 0 的 顶点 称 为 孤立 点 ,而 度 为 1 的 顶点 称 为 基 挂 
点 ,在 图 1.5 中 表示 了 一 个 图 G 及 它 的 顶点 的 度 。 

2 3 4 1 


1 1 3 5 2 
图 1.5 一 个 图 的 顶点 的 度 


注意 到 图 1, 5 所 示 的 图 人 的 阶 疡 一 9, 大 小 4 一 11, 而 它 的 9 个 顶点 的 度 
之 和 为 22, 恰 好 为 图 避 边 数 的 2 倍 , 即 24。 这 个 事实 不 仅仅 是 巧合 ,事实 上 每 条 
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边 与 两 个 顶点 关联 ,所 以 当 对 图 @G 的 全 部 顶点 的 度 求 和 时 ,每 条 边 重 复 计算 两 
次 ,这 是 我 们 要 碰 到 的 第 一 个 定理 ,有 时 我 们 确实 就 把 它 称 为 “图 论 第 一 定 
理 "。 

定理 1. 1 设 @ 是 一 个 具有 硕 点 集 V(G) = fo 的 (9) 图 , 那 


么 
， 
deg(u) = 29。 


这 个 结果 有 一 个 称 为 "握手 引 理 ” 的 有 趣 的 推论 。 

推论 1- 1 任意 一 个 图 总 有 组 教 个 奇 项 点 。 

证 明 ” 设 @ 是 任意 一 个 大 小 为 4 的 图 , 凤 是 安 的 奇 项 点 的 系 , 且 为 偶 
顶点 的 集 , 由 定理 1. 1 可 得 


了 ) deg(z) = > deg(o) + > deg(o) 一 29。 
a 二 


显 铸 了 ,udeg(y) 是 偶数 ,所 以 加 ,wdeg(v) 也 是 俩 教 ,这 意味 着 |W| 是 偶 
数 . 从 而 证 明了 这 个 推论 ,图 

推论 1.1 之 所 以 被 称 为 “握手 引 理 " 是 因为 推论 1. 1 可 形象 地 陈述 为 在 一 
次 集会 中 进行 了 奇数 次 所 手 的 人 数 为 偶数 。 

我 们 把 在 一 次 集会 中 的 人 作为 图 的 顶点 ,两 个 顶点 之 间 有 边 相 连 当 且 仅 
当 相 应 于 这 两 个 顶点 的 人 在 这 次 集会 中 握 过 手 , 那 么 与 一 个 顶点 关联 的 边 数 
( 即 顶 点 的 度 ) 为 与 这 个 人 杠 过 手 的 人 人数, 如果 这 个 顶点 是 奇 顶点 , 则 说 明 这 
个 人 与 奇数 个 人 握 过 手 , 即 进行 了 奇数 次 握手 ,由 推论 1.1, 奇 顶点 的 个 数 为 
偶数 , 故 进行 了 奇数 次 提 手 的 人 数 为 个 数 。 

道 常 在 研究 一 个 图 时 ,需要 考虑 一 个 包含 它 的 某 个 更 大 的 图 或 者 一 个 包 
会 在 它 中 的 更 小 的 图 . 设 如 和民 为 两 个 图 ,如 果 Y( 睛 ) VG) 且 EC(H) 导 
EC), 则 称号 是 G 的 一 个 子 图 , 称 C 是 妞 的 一 个 母 图 .如 果 G 和 五 是 两 个 图 ， 
且 均 包含 未 标号 的 顶点 ,那么 于 也 可 称 为 G 的 子 图 ,如 果 存 在 一 种 所 有 未 标 
屿 顶点 的 标号 方式 使 得 VCH) 二 Y(C) 且 ECH) S ECC). 如 果 太 是 C 的 子 
图 ,那么 记 为 顾 己 G, 知 果 厅 己 G 且 正隆 G, 则 称 甩 为 G 的 一 个 磋 子 图 , 记 为 
HCG, 

CC 的 最 简单 的 一 类 子 图 ,可 通过 删 去 项 点 或 边 来 得 到 .如果 E VCG) 
且 1V(G)1 二 2, 那么 从 C 中 删 去 顶点 > 以 及 所 有 与 关联 的 边 后 得 到 的 G 的 
子 图 记 为 一" 如果“E E(G) ,那么 从 避 中 删 去 边 。 得 到 的 局 的 子 图 记 为 G 
一 *. 类 似 地 ,可 定义 从 C 中 删 去 一 个 项 点 子 集 或 边 子 集 , 图 1, 6 描述 了 这 些 概 
念 。 
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图 1.6 ” 删 去 图 的 一 个 元 素 

如 果 w 和 是 图 G 的 不 邻接 项 点 , 那 和 4C “(其 中 :f= uw) 表示 向 G 中 
添加 ”条 边 f ”得 到 的 图 ,显然 ,GG 十 了 

服 1] 看 及 |G 一 与 G 有 同样 的 顶点 集 , 且 G 与 C 了 也 有 同样 的 顶点 集 。 
车 图 G 的 ”个 子 图 版 和 G 有 同样 的 阶 ,那么 开 被 称 为 G 的 生成 子 图 

我 (.] 将 磁 到 的 最 重要 一 类 子 图 是 所 谓 “ 导 出 子 图 ”如 果 U 是 图 G 顶点 集 
V(G) 的 “个 非 空子 集 ,那么 G 的 以 Z 为 项 < 集 , 以 G 的 所 有 两 个 端点 都 属于 
口 的 边 为 边 集 的 子 图 称 为 GG 的 由 局 导 出 的 子 图 或 者 称 为 G 的 导出 子 图 或 者 称 
为 由 吕 导 “的 ,为 (U)。 如 果 已 是 G 的 子 图 , 且 存在 Y(G) 的 非 空子 集 UU 使 
得 号 (0), 那 二 称 子 图 妃 是 顶 虑 导出 的 , 记 作 台 < G 类似 地 ,如 果 正 是 
EE(G) 的 一 个 填空 子 集 ,那么 由 下 导出 的 子 图 (上 ) 满足 顶点 集 是 FR 有 与 六 中 至 
少 条 边 相关 联 的 顶点 组 成 的 集 且 边 集 是 已 图 的 一 个 子 图 互 是 边民 出 的 ， 
如 果 存 在 ELG) 的 “个 非 空子 案 尺 使 得 如 一 (FE)。 这 些 定义 的 一 些 简单 结果 
是 ;图 G 的 每 一 个 导出 子 图 能 够 通过 从 G 中 删 去 若干 个 顶点 得 到 ,而 图 G 的 每 
个 子 图 都 能 够 通过 从 G 中 删 去 若干 个 顶 虑 和 若干 条 边 得 有 图 1.7 说 明了 关 
于 图 人 的 这 此 概念 这 里 VG) 王仁 1， 40000 so 了 0 一 {ur ws 且 k = 
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图 1.7 项 = 嫂 出 子 图 和 边 导 出 子 图 
有 几 类 图 经 常 出 现 值得 特别 指出 , 且 在 某 些 情况 下 有 特殊 的 记 法 .在 这 
节 盟 ,我 们 将 给 出 最 常见 的 几 种 
如 果 ”个 图 的 每 个 顶点 v 都 有 deg(v) ~, 那么 称 这 个 图 是 一 度 正中 的 ， 
也 称 该 图 为 正则 图 称 3 正则 图 为 二 次 图 如 果 一 个 图 的 任意 两 个 项 点 都 
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是 邻接 的 , 则 该 图 称 为 完全 图 ,用 K+ 来 表示 习 此 ,一 个 (#P,9) 图 是 完全 图 当 
且 仅 它 为 (p 1 正则 图 , 即 9=plp 1) 2 图 1.8 给 出 了 元 有 不 同 构 的 
4 阶 正则 图 .其 中 是 完全 图 , 即 G 实 K,。 
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图 1。 4 阶 正则 图 

如 果 两 个 具有 相同 顶点 集 V 的 图 G 和 惠 满 足 xw E(C) 当 且 仅 当 : 入 
上 (HH), 则 称 图 G 和 图 HH 是 互 # 的 , 称 图 如 为 图 G 的 # 图 , 记 为 H 一 由 
图 的 定义 可 知 : 如 果 G 是 一 个 (p,9}) 图 , 那 和 5 是 个 (po9) 图 (其 中 :9 十 9 
pp 一 1) 2) 在 图 1.8 中 ,Gs。 和 G 是 互补 的 ,Gi 和 G 也 是 互 # 多 .完全 图 K。 
的 补 图 尺 , 是 仅 有 个 顶点 而 没有 边 的 图 , 称 尺 ,为 p 阶 空 图 如 果 图 G 的 # 图 
互 与 G 是 同 构 的 , 风 称 G 是 自 补 图 

如 果 图 G 的 顶点 集 V(G) 能 够 被 分 成 z(= 二 1) 个 不 交 子 集 Vi,V ，"…V。 
的 并 , 且 上 (G) 中 每 ”条 边 的 两 个 端点 分 别 属于 不 同 子 集 , 那 人称 图 心 为 坟 部 
图 ' 且 称 V.(1 i 之 n) 为 G 的 部 分 集 如 果 CG 是 一 个 请 阶 1 部 图 ,那么 G 
RR,, 为 记 阶 空 图 ,2 部 图 也 称 为 “部 图 一 部 图 是 一 个 党 重要 的 图 类 ,将 会 
经 常 磁 图 1.9 给 出 了 一 二 部 图 G,, 而 另 个 图 G, 实 际 上 恒 等 于 6G , 且 Cs 
的 画 法 刻 刘 了 G 作为 部 图 的 御 征 .如 果 避 是 一 个 具有 顶点 集 的 划分 和 


V 的 正则 二 部 图 , 那 和 4 IV 一 |V，( 见 练习 6) 
0 p Q 人 
i 和 
| | x X A 
SE (Ee A NN 
图 个 部 图 


如 果 一 个 -部 图 的 个 部 分 集 为 V1,Vs,…oV * 目 Ri 于 任意 1 二 .了 
,及 任意 4 E V, 和 任意 E V,, 都 有 4，E E(G), 那 么 称 这 个 -部 图 为 完全 
部 图 .由 完全 部 图 的 定义 可 得 :一 个 -部 图 是 完全 部 图 当 且 仅 当 除 同 

个 部 分 集 的 两 个 顶点 以 外 ,该 图 中 任意 两 个 顶点 都 是 邻接 的 如 果 'V 一 
(1 过 i “加 , 则 完全 部 图 可 记 为 Ku wr.w 注意 :在 图 同 构 的 忌 义 下 ， 
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,的 排 烈 申 序 并 不 重要 , 若 户 一 1G1 委 ? 委 旭 , 则 完全 = 部 图 就 是 完全 
图 KK 车 pp 一 zt(1 达 i 一 ,那么 该 完全 nn 部 图 为 正 见 图 , 记 为 天 (2 具有 部 
分 焦 V ,和 Y 的 完全 部 图 用 KK。… 来 表示 (其 中 : 了 | =m V1 三 n). 图 KK .。 
称 为 星 。 

为 了 产生 新 的 图 可 以 有 许多 种 组 合 图 的 方式 . 接 ”去 我 们 来 定义 几 种 图 
的 两 元 运算 .在 下 绚 定义 中 ,我 1 总 假设 和 人 是 具有 不 交 项 点 集 的 两 个 
图 

两 个 图 GG 和 Gi 的 G 一 6G G6 为 满足 VCG)=V(G)UV(G,) 且 
E(G) 一 EE(G1) U E(G,) 的 图 如 果 图 G 是 图 填 的 a 个 不 交 拷贝 的 并 ,那么 记 
6G 为 nH 图 1.1 表示 了 图 2K,U 3K UKK， 


se ll 


图 1.10 图 的 并 
两 个 图 G 和 G6 的 联 G = GG 十 G: 为 满足 VG) 一 V(G)UVGG) 且 
EG) ~ E(G) EC) lu wuEV(G )wwvEV(G,)) 的 图 根据 联运 算 的 
定义 可 得 :KK-.… 钥 尺 十 尺 .。 图 1.1 对 此 作 了 说 明 


图 1-11 两 个 图 的 联 
两 个 图 6 和 G 的 笛 卡 儿 积 G 一 G_ X Ga 为 满足 Y(G) 一 V(G) XV(G 
且 6 的 两 个 顶点 (uiww 》 和 (wza) 是 邻接 的 当 上 是 仅 当 或 者 x 一 * 且 uws E 
EE(G) 或 者 心 一 " 且 vw” E E(G) 的 图 ,图 1.12 给 出 了 这 种 运算 的 例子 。 
通过 笛 卡 积 , 可 归纳 地 定义 一 个 重要 的 图 类 一 n- 方 体 Q(n 之 1) 当 n 
一 1], 纺 .一 天 当 a > 1,Q. 一 久 _X 天 -ma- 方 体 久 也 可 以 视 为 顶点 用 一 元 z- 
数组 (4 ,aa,… ,as)( 即 对 于 任意 1 :三 ,a; 一 0 或 1) 进行 标号 ,使 得 两 个 顶 
点 是 邻接 的 当 且 仅 当 它们 对 应 的 数组 恰好 在 一 个 位 置 上 不 同 , 即 Q. 为 空间 
RR" 中 单位 方 体 的 棱 图 .Q, 称 为 立方 体 图 .显然 Q, 是 阶 为 2 的 = 正则 图 图 
1.13 给 出 了 有 一 1,2,3 的 方 体 Q. 及 顶点 标号 。 


练习 


1. 图 1.4 给 出 了 两 个 不 下 构 的 (6,9) 图 给 出 另外 两 个 不 同 构 的 图 HH 和 
H， 满 足 p(H) p(H ) 和 gqg(H,) = gqg(H). 

2. 确定 全 部 不 吕 构 的 5 阶 四 

3. 设 p 给 定 的 正 整数 ,m 和 zz 是“ 负 整数 使 贺 m -mn 一 p, 且 是 偶数 。 
证 明 :存在 有 mm 个 偶 顶 和? - 奇 顶点 pp 图 

4. 确定 图 1.5 “ 才 的 图 避 的 全 部 不 同 构 子 图 ;GG 有 和 多少 个 出 图?G 有 
多 个 边 导 出 子 困 ? 

" 说明 :并 每 一 个 图 G 所 有 边 导 出 子 图 可 通过 删 去 GG 的 着 -条 得 
到 

6. 证 明 :如 果 忆 是 一 个 具有 部 份 集 V 和 :的 正则 “部 图 ,那么 | 一 
Vs 

7. 投 G 是 一 个 图 , 且 最 大 度 ACG) -an。 证 明 , 存 在 G 的 母 图 HH 使 CXH， 

开 是 a- | 的 

8. 如 果 万 < G, 能 得 到 吾 << 蕊 吗 ? 
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9. 证 明 : 存 在 户 阶 自 补 图 当 且 仅 当 产生 0(mod4) 或 p 三 1(mod4)。 

10. 确定 全 部 阶 小 于 等 于 5 的 自 补 图 。 

11. 设 G 是 思 阶 自 补 图 , 且 思 圭 1(mod4)。 证 明 :G 至少 包 舍 一 个 度 为 (p 一 
1)/2 的 顶点 。 

12.p 阶 图 Gi 的 特征 值 是 它 的 邻接 矩阵 的 特征 值 ( 即 , 如 果 G 的 邻接 矩阵 
为 A, 那 么 G 的 特征 值 是 户 个 (不 必 不 同 ) 满足 行列 式 方程 det(M 一 4) 一 0 
的 数 .其 中 轧 是 疡 X 产 单位 矩阵 )。 确 定 :(a) 天 ,fb) 天 ,s 和 (c) 天 ,的 特征 值 。 


1.2 路 和 图 


设 x 和 zw( 不 必 不 同 ) 是 图 C 的 顶点 ,图 G 的 一 条 “一 "途径 是 有 限 的 项 点 
和 边 交 赫 序列 weeiuiea us -iewske 二 uorv 二 4) ,满足 对 于 任意 的 11 之 i 之 
me 一 za。 数 (途径 中 出 现 的 边 数 ) 称 为 途径 的 长 度 , 不 含 边 ( 即 王 一 0) 
的 途径 称 为 平凡 途径 ,注意 ,在 一 条 途径 中 顶点 和 边 可 重复 出 现 .实际 上 ,代表 
途径 的 顶点 和 边 的 交替 序 列 通常 vl 
只 用 顶点 序列 来 代替 即 可 ,两 条 
一 2 途径 wo 和 ouvirvo(uo G: 
一 mm 一 wa 一 an 一 2 是 相同 的 
当 上 且 仅 当 n 一 sm, 且 二 vw(0 世 i 
三 ) ,否则 称 它们 是 不 同 的 . 注 。“ 
意 ,G 的 两 条 不 同 “一 " 途径 完全 图 1.14 途径 , 述 和 路 
可 能 导出 @ 的 相同 子 图 。 一 条 * 一 "途径 ,当天 v 时 , 称 为 是 开 的 ! 当 wx 一 "时 ， 
就 称 为 是 闭 的 ,一 条 边 不 重复 的 x 一 v 途径 称 为 u 一 oe 迹 , 而 顶点 不 重复 的 uv 
途径 称 为 u 一 v 路 .由 路 和 和 迹 的 定义 可 知 ,任意 一 条 路 都 是 一 条 迹 ,在 图 1. 14 
所 示 的 图 G 中 ,Wi = vivzvswzvsvsu, 是 一 条 v1 一 w4 途径 ,但 不 是 迹 ,W, 一 
viva0s0ivev, 是 一 条 v1 一 v 迹 ,但 不 是 路 ;而 WW, 一 vivsv4 是 一 条 z 一 vw 路. 途 
径 瑟 包含 途径 W" 是 指 W' 是 W 的 子 列 。 

根据 定义 ,每 一 条 路 是 一 条 途径 ,一 般 来 说 这 个 命题 的 逆 命 感 是 不 正确 
的 。 另 一 方面 ,我 们 的 确 有 下 面 的 定理 。 

定理 1.2 图 G 中 每 一 条 w--v 途径 包含 一 条 wu 一 v 路 。 

证 明 设 罗 是 G 中 一 条 z 一 "途径 .如 果 取 是 闭 的 ,结果 是 显然 的 . 设 权 
一 uous 是 G 的 一 条 开放 径 ( 其 中 :us 一 wou. 二 0), 如 果 W 中 顶点 不 重 
复 ,那么 WW 是 一 条 u 一 vz 路 ,否则 W 中 存在 一 个 顶点 至 少 重复 两 次 . 设 i 和 j 是 
不 同 正 整 数 全 到 太 , 且 避 一 ai 从 胸中 恒 去 子 列 总 rowri 2 得 到 一 条 长 度 比 
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WW 小 的 4 一 途径 W。 如 果 W, 中 没有 重复 顶点 ,那么 W, 是 一 条 u 一 u 路 .如 果 
不 是 这 种 情况 ,我 们 继续 上 述 程序 ,直到 最 后 得 到 一 条 是 一 v 路 的 wu 一 v 途 
么 . 国 

正 像 下 面 定理 指出 的 那样 ,一 个 图 的 邻接 矩阵 的 = 次 罕 能 够 用 来 计算 图 
中 各 种 长 度 的 途径 数目 。 

定理 1.3 设 G 为 一 个 图 ,G 的 顶点 集 V(G) = {v|1 达 i 过 p} 且 A 是 图 
G 的 邻接 矩阵 ,那么 A"Cn 之 1) 的 (i, 有 项 是 G 中 长 为 # 的 不 同 w 一 wv 途径 的 
条 数 。 

证 明 ”对 4 进行 归纳 。 当 4 二 1 时 ,由 存在 一 条 长 为 1 的 一 0 途径 当 且 
仅 当 wa € E(G), 故 结果 显然 成 立 . 设 4 二 [a9 ],ay ”是 G 中 长 为 
2 一 1 的 不 同 w 一 w% 途径 的 条 数 ,4' = [<8]。 由 作 = A"-'， 4 可 得 


。 
a = ak vay (1 


GG 中 每 条 长 为 4 的 vi 一 0 途径 是 可 由 长 为 x 一 1 的 w 一 wv, 途 径 ( 其 中 :vu 与 
邻接) 加 上 边 vv; 和 顶点 v 组 成 ,因此 根据 归纳 假设 ,等 式 (1. 1) 成 立 ,由 归 
纳 原理 可 知 ,定理 结论 成 立 .图 

一 个 图 的 非 平凡 闭 迹 称 为 G 的 一 条 回路 。 若 一 条 回路 viv2*…vvi(n 之 3) 
的 # 个 顶点 互 不 相同 ,那么 该 回路 称 为 图 .没有 圈 的 图 称 为 无 图 图 ,由 迹 .路 ， 
回路 和 图 的 边 导出 的 图 G 的 子 图 也 分 别称 为 G 的 这 .路 .回路 和 图。 如果 一 个 
图 的 长 度 为 偶数 , 则 称 该 图 为 偶 园 , 和 否则 称 为 奇 图 ,长 为 2 的 轿 称 为 寺 图 .一 个 
3- 图 称 为 三 角形 .如 果 图 G 的 阶 为 #, 且 是 一 条 路 或 一 个 图 , 则 GG 分 别 用 P, 戌 
C. 表示 。 

我 们 现在 考虑 图 论 中 一 个 最 基本 的 概念 , 即 连通 图 和 不 连通 图 .在 图 C 
中 ,如 果 两 个 顶点 “和 之 间 存 在 一 条 “一 路 , 则 称 酚 个 顶点 “和 "~ 是 连通 的 。 
如 果 避 中 任何 两 个 顶点 都 是 连通 的 , 则 称 图 GG 是 连通 的 或 避 为 连通 图 ,否则 就 
称 G 是 不 连通 的 或 G 为 不 连通 图 “连通 ”关系 是 图 G 顶点 集 上 的 等 价 关系 ,由 
每 个 等 价 类 导出 的 子 图 称 为 G 的 连通 分 支 或 简称 为 C 的 分 支 换 句 话说 ,图 避 
的 一 个 分 支 是 G 的 一 个 连通 子 图 , 且 不 会 作为 G 的 其 它 连通 子 图 的 真子 图 , 即 
G 的 一 个 分 支 对 连通 性 来 说 是 一 个 最 大 的 子 图 ,显然 ,图 G 的 一 个 连通 子 图 所 
是 G 的 一 个 分 支 ,如 果 对 于 G 的 任意 一 个 连通 子 图 二 ,由 TCF) 二 了 CD) 及 
E(F) ECH) 可 得 二 HH, 图 G 的 不 同 连 通 分 支 个 数 称 为 G 的 分 支 数 ,用 
A(G) 未 示 . 显 然 &(C) 二 1 当 且 仅 当 G 是 连通 的 .如 果 连 通 图 6G 是 无 圈 的 , 则 称 
C 为 树 , 容 易 验 证 , 树 是 边 数 最 少 的 连通 图 ,对 于 图 1. 15 所 示 的 图 G, 有 (G》 
一 6。 


12 图 论 与 网 络 流 


CA 由 人 和 个 上 1 


图 1.15 图 和 人 它 的 六 个 分 支 

对 于 一 个 连通 图 G, 我 们 定义 两 个 顶点 x,v 之 间 的 距离 di(u1v) 为 G 中 最 
短 z 一 路 的 长 度 .在 不 产生 混 请 的 情况 下 , 可 简 记 为 4(z,v0) ,在 只 离 函 数 
qlusv) 下 , 集 Y(G) 是 一 个 度量 空间 .为 了 使 用 方便 ,可 以 将 距 亢 函 数 dCwsv) 
推广 到 一 般 的 图 避 上 去 :如 果 w 和 属于 同一 个 连通 分 支 五, 则 dilw,v) = 
dnlusv) 1 如 果 w 和 vv 属于 不 同 的 连通 分 支 , 则 delu,v) 一 oo0。 

设 忆 为 连通 图 ,v 是 局 的 一 个 顶点 。 人 顶点 v 的 离心 章 a(v) = mexsevendlu， 
vz), 图 忆 的 半径 rad(G) = minoeyewwe(v) ,而 直径 diam(G) 一 maxcevuse(v), 由 
直径 的 定义 可 知 diam(C) 一 max.sevwd (us0) ,如果 elv) = rad(C) ,那么 项 
点 v 称 为 忆 的 中 心 顶 点 .G 的 中 心 2(G) 是 由 它 的 所 有 中 心 硕 点 组 成 的 顶点 于 
集 。 

在 图 1.16 所 示 的 图 GG 中 ,rad(G) = 3,diam(G) = 5, 中 心 2(G) = {uov， 
四}, 且 在 顶点 z 和 ? 处 取得 最 大 离心 率 5。 

图 的 半径 和 直径 具有 下 而 不 等 式 。 


# 


图 1.16 具有 半径 3, 直径 5 的 图 
定理 1.4 ”对 于 任意 一 个 连通 图 G， 
rad(G) < diam(G) < 2rad(C)。 

证 明 ”不 等 式 rad(G) 夺 diam(G) 是 定义 的 直接 结果 .为 了 证 明 第 二 个 
不 等 式 ,选择 G 中 顶点 和 使 得 dtw,v) = diam(G), 设 外 是 局 的 一 个 中 心 
顶点 ,由 函数 dtu,v) 是 Y(G) 上 的 度量 可 得 

diam(C) = d(w0) < dlurw) + dlwsv) < 2rad(G)?。 

定理 的 结论 成 立 . 国 

现在 我 们 给 出 二 部 图 的 一 个 有 用 特征 。 

定理 1.5 ”一 个 非 平凡 图 是 二 部 图 当 且 仅 当 它 不 包含 奇 图 。 

证 明 ”假设 C 一 wa…erv: 是 己 的 任意 一 个 图 .不 失 一 般 性 ,可 以 假设 w 
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EV 由 vi Vervs E Vinv EV, 可 得 ,wi E Vi, 且 生 二 2s 为 俩 数 ,所 以 
C 的 长 为 偶数 ,由 C 的 任意 性 可 得 :G 不 包 合 奇 团 。 

因为 一 个 非 平 凡 图 是 二 部 图 当 且 仅 当 它 的 每 个 非 平凡 分 支 是 二 部 图 ,从 
而 只 须 证 明 没有 奇 图 的 非 平凡 连通 图 是 二 部 图 即 可 。 设 vE VCG)。. 令 V ,= 
{aladkuea) 一 2 一 12 WV 一 VG 一 V ,为 了 证 明 G 是 二 部 图 ,现在 证 
明 V(G) 的 分 划 V,,V, 是 G 的 两 个 部 分 集 。 

假设 zx 和 ze 是 Y, 的 元 索 , 日 uw E ECLG)。 最 然 ,x 和 ww 都 不 同 干 顶点 v。 
设 G 的 一 条 最 短 的 v 一 : 路 和 vw 一 ww 路 分 别 汶 xiazuanrica 之 1) 和 
1 二 m1) ,选取 顶点 ay 为 两 
条 路 的 公共 顶点 使 得 在 w' 一 u 子路 和 w' 一 w 子路 上 ,wy 为 唯一 公共 点 (注意 
ww 可 能 基 v). 由 于 这 二 条 一 w! 子路 所 确定 的 都 是 最 短 的 v 一 w/ 路 ,因此 有 
相同 长 度 , 即 存在 自然 数 i 使 w' 一 和 一 思 。 显 然 ,aiwi -ass+izosorimso au 是 
避 的 一 个 奇 图 ,这 与 假设 了 矛盾 ,类 似 可 证 明 V 中 也 没有 两 个 顶点 是 邻接 的 。 国 


练习 


上 设 业 和 vv 是 连通 包 忆 的 任意 两 个 顶点 .证 明 : 存 在 一 条 包 人 当 口 的 全 种 顶 
点 的 u 一 v 途径 。 

2. 证 明 :“ 链 通 ” 是 图 G 顶点 集 V LG) 上 的 等 价 关系 ， 

3. (a) 设 G 是 一 个 p 队 图 ,证 明 ; 若 对 任意 uv EV(G),deg(w) 之 (pp 一 
1)/2, 则 G 是 连通 图 。 

(by 检查 Ca) 中 结果 的 可 达 性 。 

4. Ca) 设 已 是 一 个 (p,q) 图 。 确 定 一 个 明显 的 界 FCp)， 使 得 如 果 4 > 
了/(p) ,那么 G 是 连通 的 。 

人 b) 证 明 : 如 果 避 是 一 个 (p,q) 图 且 g 之 p 一 1, 那 么 局 是 不 涟 通 的 。 

5. 证 明 : 如 洒 忆 是 一 个 (tp,p*/4) 图 ,那么 G 包含 一 个 奇 图 或 者 G 织 
Ke 

6. 设 a 和 珈 是 正 整数 , 且 m 之 mm 之 2n。 证 明 : 存 在 一 个 图 G 满足 rad(G) 
=n 和 diam(tG) = m。 

7. Ga) 证 明 :G 的 每 一 个 回路 包含 C 的 一 个 图 。 

《b) 证 明 ; 如 果 一 个 顶点 在 G 的 一 条 迹 中 重 和 抽出 现 ,那么 这 条 迹 包 人 当 已 的 
一 个 图 ， 

8. 有 一 只 容积 为 8 加 他 的 酒 查 故 满 了 酒 , 还 有 两 只 容积 分 别 为 5 和 3 加 会 
的 空 普 。 问 平分 酒 的 最 简单 方法 应 当 怎样 ? 

9. 误 2ntn 之 2) 个 人 在 一 起 聚会 ,每 个 人 至 少 同 其 中 个 人 认识 。 证 明 :从 
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这 2m 个 人 中 总 可 以 找 出 四 个 人 来 ,这 四 个 人 可 以 国 着 一 个 男 桌 坐 下 ,使 得 每 
个 人 两 旁 也 都 是 他 认识 的 人 。 

10. 证 明 : 一 个 图 GG 是 连通 的 当 且 仅 当 对 于 VCG) 的 任何 划分 Vi,Va( 其 
中 :Vi 关 儿 ,Vi 天 多 , 且 VG) 一 Vi UVi, 存 在 一 条 连接 V, 中 顶点 和 Vs 中 顶 
点 的 边 。 

11. 证 明 :如 果 避 是 不 连通 图 ,那么 已 是 连通 的 。 

12. 证 明 : 

(a) 若 C 的 最 小 度 3CC) 之 2, 则 G 中 存在 一 条 长 度 至 少 是 GD) 十 1 的 图 。 

Cb) 若 4g 之 所 p 则 局 存在 一 个 圈 。 


1.3 ”最 短路 问题 和 选 址 问题 


我 们 能 很 自 热 地 推广 上 节 中 给 出 的 图 中 两 个 顶点 之 间 的 距离 慑 念 . 设 G 
为 一 个 图 ,如 果 志 为 E(G) 到 灵 + 的 一 个 映射 , 则 对 任意 E ECG) ,wte) 称 为 
边 e 的 权 , 而 图 @ 称 为 赋 权 图 ,在 赋 权 图 中 ,一 条 路 己 的 长 度 定义 为 下 中 所 有 
边 的 权 之 和 .对 于 图 @ 中 连通 的 两 个 顶点 x 和 之 间 的 距 丙 di:(evu) 定义 为 G 
中 所 有 zx 一 "路 长 度 的 最 小 值 。 如 果 图 C 中 每 条 边 的 权 为 1 ,那么 在 中 ,路 的 
长 度 和 研 离 定义 就 与 第 1. 2 节 给 出 的 定义 完全 一 致 , 即 G 就 是 通常 的 图 。 

下 面 我 们 介绍 一 个 好 的 算法 ,这 个 由 Dijkstra 给 出 的 算法 确定 了 在 一 个 
连通 赋 权 图 G 中 定点 w 到 任何 一 个 顶点 v 的 距离 dius4v) 以 及 G 中 一 条 最 短 
wo 一 v 路 .这 个 算法 将 提供 在 第 1. 1 节 中 所 播 述 的 民航 问题 的 解决 办 法 。 令 每 
条 边 的 权 对 应 两 个 城市 之 辣 直 通航 班 的 票 价 .在 由 此 产生 的 赋 权 图 中 , 求 两 个 
顶点 之 同 的 距离 就 相应 于 求 从 一 个 城市 到 另 一 个 城市 的 最 低 票 价 , 一 条 最 短 
路 就 是 两 个 城市 之 间 具 有 最 低 票 价 的 飞行 路 线 。 

在 叙述 Dijkstra 算法 以 前 ,我 们 给 出 有 助 于 说 明 这 个 算法 的 一 些 基 本 事 
实 , 设 uo 是 一 个 连通 同 权 图 G 的 给 定 顶 点 ,S 为 Y(C) 的 一 个 包含 m 的 于 集 且 
了 一 V(G) 一 S,uo 到 3 的 距离 定义 为 

dluo3) = mig uo,z), 
显然 ,至 少 存在 一 个 顶点 vw EB 使 得 du6,3) 一 duosv). 设 PP 二 woniaa ee 
是 GG 中 一 条 最 短 uo 一 v 路 ,那么 
ta) 对 任 埠 1 达 i 之 nw ES 有 
Cbjuouruz*…u。 是 一 条 最 短 wo 一 wo 路 。 
dluor3) = .Min (Aut) 十 zfuv)}， 
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如 果 这 个 最 小 值 在 4 一 工 和 za = y 达到 ,那么 
dlua)¥) 一 dluos2) 十 wlry), 
这 里 给 出 了 x 和 > 之 间 隐 腐 的 表示 法 。 
算法 由 5。 一 {wo} 开始 ,然后 计算 
daoySo) = ves (ds + wluv)}, 


如 果 这 个 最 小 值 在 v = 出现 ,那么 我 们 就 得 到 dw,u1) .然后 我 们 定义 5, 一 
{uovut) , 且 继 续 上 述 过 程 ,直到 5,-, = 儿 , 这 里 为 6 的 阶 。 

在 整个 计算 过 程 中 ,对 GG 的 顶点 v 给 定 一 系列 标号 (C2) ,xe)。 在 算法 结束 
时 ,对 任意 vw EVC(G) ,tv) 一 dluosv) ,而 ww 是 一 各 最 短 wo 一 w 路 上 wv 的 前 面 
一 个 顶点 。 在 算法 开始 时 , 令 ie 的 标号 为 (0,uo) ,对 任意 v 天 wosv 的 标号 为 
《oo0 ,9) 。 当 算法 已 经 得 到 了 3, = 5,_ 1 U {wi 时 ,对 任意 上 E 3 ,用 min(tttw)， 
ta) 十 wlww)} 代替 原来 的 !(w) ,如果 在 这 一 过 程 中 ,rm) 的 值 发 生 了 变化 ， 
则 眉 改 z 的 标号 为 (00v) ,wu.)。 事 实 上 在 算法 的 计算 过程 中 ,Lv) 永远 表示 当时 
已 知 的 最 短 we 一 " 路 P, 的 长 ,而 第 二 个 标号 记录 了 路 P, 中 "前 面 的 顶点 。 

算法 1ACDijkstra) 给 定 阶 为 的 一 个 赋 权 连通 图 G 和 忆 的 一 个 顶点 wo 

第 一 步 ” 设 i=0,56= {wj vl) 一 0 且 !a) 二 col(v 关 tw6)。 如 果 p 二 
1, 那 么 停止 ,否则 , 转 入 第 二 步 

第 二 步 ”对 每 一 个 0€ 5, 用 min{l0) ,ww) 十 wlwiv)} 代替 LCv) ,如 果 
由 此 产生 了 zz) 的 一 个 新 值 ,那么 用 有 序 对 (Lv) ,wi) 标号 顶点 

第 三 步 ”确定 miney&m) ,并 求 出 达到 最 小 值 的 顶点 zri。 

第 四 步 ” 置 3 一 SU {urn}, 

第 五 步 ”用 1 十 1 代替 7. 如 = 请 一 1 则 停止 ,否则 转 第 二 步 。 

算法 1A 确定 了 一 个 阶 为 的 赋 权 连通 图 的 一 个 定点 w 到 局 的 每 个 顶 
点 的 臣 离 的 计算 方法 , 即 在 这 个 算法 结束 后 .对 任意 "E VCG) ie) = d(wo， 
0). 当 v 关 two 了 时, 存在 一 条 最 短 xo 一 ,路 zeuzotzba…roi( 其 中 :ou 二 warrws 一 v) 
满足 zw 的 标号 为 人 (zu ,rwi- (1 三 i 福 如 .算法 1A 是 一 个 好 算法 ,所 谓 一 个 
图 论 算法 是 好 算法 (也 叫 有 效 算 法 ), 如 果 它 的 算法 次 数 上 界 由 图 的 项 点 数 p 
和 边 数 9 的 一 个 多 项 式 函 数 冶 出 ,如 果 这 个 上 界 由 p 和 4 的 指数 函 煞 或 阶乘 形 
式 给 出 ,那么 称 为 坏 算法 或 无 效 算 法 .到 目前 为 止 , 图 论 中 的 许多 问题 尚未 找 
到 好 算法 。 算 法 有 效 性 的 研究 是 图 论 和 计算 机 科学 的 重要 课题 之 一 。 

接 下 来 ,我 们 考虑 图 1 17 所 示 屿 权 图 G, 对 任 前 EGG) ,计算 dwosv)， 
并 确定 一 条 最 短 wx 一 路 。 

第 一 步 “” 置 1 一 0,3. = tao},t(aao) = 0, 且 对 尾羽 wv 关 ws, 今 ltv) = co， 
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第 二 步 “” 置 !(wa) = 13, 用 (Cvs) uo) 标 
置式 w) 二 16, 用 Ulw),wo) 标 
置 :as) = 8, 用 (Cvs) ,uo) 标 


第 三 步 ”在 3 的 顶点 中 ,标号 最 小 的 是 


第 四 步 ” 设 Si 一 {uovps)。 图 1.17 “一 个 岩 权 团 
第 五 步 ” 置 i = 1. 因 为 :天 5, 转 到 第 二 
步 。 


第 二 步 ” 置 100) 一 18, 用 (人 fu)vos) 标号 mi 
置 1(v) = 25, 用 (v4) ,zs) 标号 m。 
置 必 v0) 一 15, 用 Uo) vs) 标号。 
第 三 步 “” 在 3 顶点 中 ,最 小 标号 是 13, 在 凡 达到 。 
第 四 步 “” 设 S: 一 (worvarvsl。 
第 五 步 ” 置 ;一 2. 因 为 ;到 5, 转 到 第 二 步 。 


第 二 步 ”标号 没有 改变 。 

第 三 步 ”在 的 顶点 中 ,最 小 标号 是 15, 且 在 w 出 现 。 
第 四 步 ” 设 S, = (roynivpiypil。 

第 五 步 ” 置 ;= 3, 因 为 i < 5, 转 第 二 步 。 


第 二 步 ” 置 itvs) = 20, 用 (wa) 10,) 标号 v,。 

第 三 步 “” 在 有 8 的 顶点 中 ,标号 最 小 的 是 18, 且 在 w 出 现 。 
第 四 步 ” 设 Si 一 [zaovoivpaypivrzr)。 

第 五 步 ” 置 i = 4。 因 为 i 之 5, 转 到 第 二 步 。 


第 二 步 ”标号 没有 改变 。 

第 三 步 ”在 3 的 顶点 中 ,最 小 标号 是 20, 且 在 wm 中 出 现 。 
第 四 步 ” 设 5 一 (wovotywavpavoiyze}。 

第 五 步 ” 置 i 二 5. 全 为 i = 5, 算 法 停止 。 
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因此 我 们 已 经 计算 出 了 下 面 的 距离 

(zuostuo) = luo0) = 0 du0103) 一 (oa) = 20, dlu01v) = (0) = 18, 

dluo) 一 tw) = 15, dlworv3) = to) 一 13，d(uoyzs) = lv) = 8, 

为 了 确定 一 条 最 短 w 一 v 路 .我 们 注意 到 w 的 第 二 标号 是 ww 的 第 二 
标号 是 ww, 而 w 的 第 二 标号 是 wo, 所 以 这 条 路 是 wovsviv,。 

Dijkstra 算法 的 框图 由 图 1. 16 给 出 。 


Iv} =d{uow) 


min{l(D uD + od uiv)} 一 区 四 
任意 ve 
计生 minflto] 
存在 tt 使 入 他 得 


lau) = minf1a) 
uE 百 


图 1.18 Dijketre 算法 

Dijkstra 算法 是 一 个 好 算法 ,注意 到 框图 中 框 2 和 框 3 的 计算 量 , 全 部 得 

代 过 程 总 共 需 要 作 plp 一 1)/2 次 加 法 和 plp 一 1) 次 比较 ,决定 一 个 顶点 属于 

或 者 不 属于 3( 框 1) 的 问题 ,在 框图 中 没有 阐述 .Dreyfua(1969) 报告 了 一 个 解 

闫 该 同 题 的 方法 。 它 总 共 需 要 Cp 一 1)* 次 比较 ,车 把 一 次 比较 或 一 次 加 法 作为 

基本 计算 单位 , 则 这 个 算法 的 计算 总 量 约 为 5p*/2, 它 是 p? 数量 级 的 ( 称 一 个 

函数 f(p,9) 是 gCp,9) 数量 级 的 ,如 果 存 在 一 个 常数 c > 0, 使 得 对 所 有 pp 和 
9, 都 有 f(p,9)/g(p,g) 和 co), 


选 址 问题 也 是 一 个 应 用 很 广 经 的 图 论 问 题 .例如 居民 区 商店 设 在 什么 位 
置 服 务 效果 最 好 # 公 用 电话 设 在 哪里 大 家 使 用 最 方便 ! 消 防 队 设 在 何 处 ,才能 
最 快 地 到 达 灭 火 地 点 ! 矿 区 的 选矿 场 设 在 何 处 , 才 甬 使 各 有 果 钱 点 运送 矿石 的 总 
运费 最 少 等 等 。 
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设 G 是 一 个 连通 图 ,在 它 的 各 个 顶点 上 有 一 些 服 务 对 象 ,现在 要 设置 一 些 
服务 点 , 癌 设 在 哪些 项 点 最 好 ? 
首先 应 当 明 确 所 谓 “ 好 ” 与 “ 坏 " 的 标准 是 什么 ?例如 设立 消防 站 时 ,一 般 
应 考虑 它 到 最 远 的 那个 灭火 点 的 距离 尽 可 能 短 1 而 设立 选矿 厂 时 ,方案 的 优 劣 
首先 要 看 总 运费 的 多 人 少 . 正 因 为 如 此 ,解决 不 同 的 问题 ,方法 也 就 有 所 不 同 。 
第 一 种 ,使 最 大 服务 距离 达到 最 小 。 
离心 率 的 概念 在 威权 图 G 中 也 能 得 到 很 自然 的 推广 , 赋 权 图 G 中 顶点 v 
的 离心 率 
elv) = max {dwn)} 
并 把 它 称 为 顶点 v 的 最 大 服务 距离 .使 最 大 服务 距离 达到 最 小 的 点 就 是 离心 
率 等 于 G 的 半径 的 点 , 即 为 第 1. 2 节 所 说 的 图 G 的 中 心 顶 点 。 
因此 ,在 赋 权 图 6G 中 只 要 把 服务 点 设 在 G 的 中 心 ,就 能 使 它 达 到 最 远 服务 
对 象 的 距离 为 最 小 求 图 的 中 心 步骤 可 分 为 ， 
第 一 步 ”用 求 最 短路 的 方法 , 作 一 个 p x 矩阵 ,其 中 (i,7) 位 置 的 元 素 
为 duwvui)。 
第 二 步 “” 在 这 个 矩阵 中 确定 每 一 行 (或 每 一 列 ) 最 大 元 <(v) 。 
第 三 步 ” 比较 所 有 e(w) ,其 中 最 小 者 若 在 矩阵 中 的 第 * 行 (或 第 上 列 ), 册 
vw 即 为 中 心 顶点 。 
不 难 知 道 , 求 G 的 中 心 的 上 述 算 法 也 是 好 算法 。 
第 二 种 ,t- 中 心 同 题 。 
前 一 个 问题 是 要 求 出 图 避 的 一 个 顶点 vz( 但 这 样 的 顶点 可 能 不 止 一 个 》， 
使 它 到 其 它 顶 点 的 最 大 服务 距离 为 最 小 .如 果 要 设 上 个 服务 站 ,那么 设置 在 何 
处 最 好 呢 ? 这 就 是 所 谓 4- 中 心 问题 。 
首先 看 2- 中 心 问题 。 
图 1. 19 所 示 的 图 C 的 距离 矩阵 为 
0 3 5 6.3 9.3 4.5 6 
3 0 2 3.3 63 15 3 
5 2 0 2 5 2.5 4 
6.3 3.3 2 0 3 1.8 3.3 
9.3 63 5 3 D 48 63 
45 15 25 18 48 0 1.5| 人 8 
6 3 4 3.36.3 1.5 0 
如 果 把 服务 点 设 在 ws 和 vs 处 , 则 这 图 1.19 赋 权 图 G 


: ? 
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两 点 到 w 的 距离 分 别 为 3 和 9. 3, 因 此 以 mw 对 w 服务 为 宜 ,这 时 vw 到 较 近 的 
服务 站 的 距离 ( 称 为 v 的 服务 距离 ) 为 3 对 vw 来 说 ,两 个 服务 点 到 它 的 距离 分 
别 为 3.3 和 3, 当 然 以 vw 对 wv 服务 为 宜 ,vs 对 vw 服务 距离 为 3. 照 此 办 理 ,可 求 
出 wvz 到 各 顶点 的 服务 距离 .我 们 取 距 离 矩 阵 中 第 2 行 和 第 5 行进 行 比较 ,这 
二 行 中 同 列 最 小 者 就 是 wzs 到 各 项 点 的 服务 上 距离 ,我 们 把 它 表 示 为 向 量 的 形 
式 : 
〈3,0,2,3,0,1.5,3) 
其 中 得 大 数 为 3, 称 为 顶点 对 (wzs) 的 最 大 服务 蝶 离 , 记 为 e(zeyws) 一 3.(ol， 
v4) 到 各 项 点 的 服务 距离 为 向 量 : 
(0,3,2,0,3,1.8.3.3) 

故 e(owo = 3.3. 由 此 可 见 , 服 务 点 设 在 wvzs 处 比 设 在 wa 处 为 好 。 

一 艇 地 ,如 果 把 两 个 服务 点 设 在 v, 和 vj 处 ,它们 到 硕 点 vw.《& = 1,2,…,p) 
的 上 距离 分 别 为 d(w) 和 d(vi,w) . 令 

elVisU)) 一 max {min{d (vw) ,dv 5))), 

把 elw ,vj) 称 为 顶点 对 (wz] 的 离心 
率 ,事实 上 , 它 就 是 顶点 对 的 最 大 服务 
距离 .使 <(w,w) 达到 最 小 的 顶点 对 ， 
叫做 图 @ 的 2- 中 心 .我 们 知道 p 阶 图 
有 plp 一 1)742 个 顶点 对 ,只 需 把 每 个 
顶点 对 相应 的 最 大 服务 距离 加 以 比 
较 , 就 可 求 出 G 的 2- 中 心 . 求 2 中 心 的 
上 述 算 法 也 是 好 算法 .将 2- 中 心 的 概 
念 加 以 推广 , 即 可 考虑 3- 中 心 ,4- 中 图 1 20 
心 ，……#- 中 心 的 问题 ,可 以 想象 :- 中 心 具有 很 广泛 的 应 用 。 如 果 仍 采用 与 求 2- 
中 心 类 似 的 方法 来 求 :- 中 心 ,那么 计算 次 数 就 是 顶点 个 数 p 以 及 4 的 指数 函 
数 , 因此 它 不 是 有 效 算 法 .迄今 为 止 , 寻 求 :- 中 心算 法 仍 是 一 个 尚未 解决 的 问 
题 。 

第 三 种 使 总 运输 典 达到 最 小 。 

把 赋 权 图 G 看 成 一 个 矿区 (图 1. 20)。 

在 VLG) 上 定义 的 函数 zw 表示 备 采矿 点 的 矿石 日 产量 ,其 中 ， 

ww) 一 3ya(o) = 5,w(0) 一 7， 
wn) = 2,w(v0s) = Sw(v0) 一 4。 

忆 (G) 上 定义 的 函数 fwvwr) 表示 相应 的 顶点 之 间 的 距离 ,如 果 要 在 此 六 区 修 
建 一 个 选矿 厂 , 问 应 把 厂址 选 在 何 处 ,才能 使 各 矿 点 开采 的 矿石 运 到 选矿 厂 花 
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费 的 总 运输 费 最 小 ? 

如 果 把 选矿 厂 设 在 vw 处 ,那么 对 采矿 点 vj 来 说 ,如 日 开采 量 为 “Cw7) ,到 名 
的 距离 为 :zzi), 于 是 把 vi 所 产 矿石 全 部 运 到 选矿 厂 每 日 运费 为 《vw， 
vy)wlvj) (单位 重量 单位 距离 的 运费 为 1 个 单位 ) ,全 矿区 每 日 总 运费 为 : 


2 
g(0) = Dbvi vo) wy) 


51 


使 gv) 达到 最 小 的 顶点 称 为 在 权 图 @G 的 中 央 点 。 显 然 ,以 总 运费 的 大 小 为 
标准 时 ,中 央 点 就 是 设置 选矿 厂 的 最 佳 位 置 。 


练习 


1. (a) 设 @G 是 一 个 如 下 图 所 示 的 赋 权 图 运用 Dijkstra 算法 对 于 任意 v EE 
TY(G)， 计 算 dCuosv), 并 确定 一 条 最 短 uo 一 vs 路 。 


lb) 设 召 是 由 (a) 中 赋 权 图 去 掉 边 上 的 权 得 到 的 图 运用 Dijkstra 算法 ， 
计算 对 于 任意 wv E VCH) ,计算 dirkuosw), 并 确定 一 条 最 短 xu 一 we 路 ， 
2. 某 公 司 在 六 个 城市 ,Ci,Ca,"…1Cs 中 都 有 分 公司 ,从 Ci 到 Cj 的 直接 航程 
票 价 由 下 述 和 矩阵 的 (7* 旋 元 素 给 出 (co 表示 两 个 城市 之 间 无 家 接 航班 ); 
0 50 ce 40 25 10 
50 0 15 20 co 25 


10 25 co 25 55 0 
该 公司 想 算出 一 张 任意 两 个 城市 之 间 最 廉价 路 线 表 ，, 试 作出 这 样 的 表 来 。 
3. 求 图 1. 20 所 示 的 图 G 的 中 心 和 中 央 点 。 


在 第 1.2 节 , 引 进 了 连通 贸 的 概念 ,连通 性 是 图 的 最 基本 的 性 质 之 一 .在 
这 一 章 , 将 对 图 的 “连通 性 ”作出 更 详细 和 更 准确 的 描述 。 


2.1 割 点 , 桥 和 块 


就 一 般 连 通 图 而 言 ,“ 连 通 ” 只 是 它 的 一 个 基本 特性 ,有 些 图 虽然 是 连通 
的 ,但 只 要 去 掉 一 个 项 点 或 一 条 边 就 变 成 不 连通 的 :有 一 些 图 ,需要 删 去 它 的 
许多 项 点 或 边 才能 破坏 它 的 连通 性 .这 种 现象 ,特别 在 研究 各 种 网 络 结构 ( 计 
算 机 网 络 . 通 信 网 络 和 交通 网 络 ) 时 ,网 络 的 可 车 性 与 网 络 所 对 应 图 的 连通 性 
有 密切 的 关系 .因此 ,有 必要 对 图 的 连通 性 进行 系统 研究 。 

如 果 图 G 的 顶点 vo 满足 &CG 一 v) >&(G) ,那么 项 点 v 称 为 图 C 的 割 点 。 
对 于 一 般 连 通 图 而 言 ,如 果 从 图 中 去 掉 一 个 顶点 就 得 到 一 个 不 连通 的 图 , 则 该 
顶点 就 是 图 的 割 点 ! 而 对 于 一 般 图 而 言 ,一 个 项 点 是 图 @ 的 定点 当 且 仅 当 删 去 
它 可 使 G 的 分 支 数 增加 。 

下 面 的 定理 刻画 了 割 点 的 特征 。 

定理 2.1 连通 图 G 的 一 个 顶点 "是 C 的 一 个 割 点 当 且 仅 当 存 在 顶点 z 
和 zw(u,z 关 v) 使 得 :v 位 于 的 每 一 条 uu 一 w 用 上 。 

证 明 ” 设 顶 点 "是 C 的 一 个 便 点 ,出 C 一 v 是 不 连通 的 .如果 w 和 忆 是 
一 "不 同 分 支 的 顶点 ,那么 在 C 一 v 中 就 不 存在 wu 一 w 有 路 ,因为 G 是 连通 的 ， 
所 以 存在 CG 中 一 w 路 , 且 v 位 于 G 的 每 一 条 uw 一 w 路 上 。 

反 过 来 ,如 果 存 在 &,w EV(G)N{v} 满足 v 位 于 G 的 任意 一 条 4 一 ww 路上， 
那么 在 G 一 v 中 就 不 存在 wu 一 w 路 .从 而 一 v 是 不 连通 的 , 即 z 是 G 的 割 点 。 
国 

完全 图 是 没有 割 点 的 ,而 只 有 两 个 顶点 的 路 也 不 包含 人 点 下面 的 定理 对 
这 个 极端 情况 进行 了 刻画 。 

定理 2.2 任意 一 个 非 平凡 图 G 至 少 包含 两 个 不 是 割 点 的 顶点 。 

证 明 ” 急 设 定理 不 成 立 .那么 存在 一 个 非 平 凡 连 通 图 @G 满 足 :G 的 任意 两 
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个 顶点 中 至 少 有 一 个 是 割 点 。 设 x 和 是 G 的 两 个 顶点 满足 dlu1v) = 
diam(G). 和 vw 中 至 少 有 一 个 是 割 点 ,不 妨 设 v 是 割 点 . 设 wEVCG 一) 且 
志和 属于 GG 一 v 的 不 同 分 支 .由 人 的 每 一 条 一 名 路 都 要 包含 v 可 得 4(w， 
u) > dlu,v) 二 diam(G)。 与 图 直径 的 定义 矛盾 。 国 

对 于 边 而 言 , 类 似 于 惠 点 的 概念 为 桥 . 如 果 图 C 的 一 条 边 * 满 足 :kC 一 e) 
>A(G), 则 称 * 是 图 C 的 桥 。 由 桥 的 定义 可 知 ,如 果 。 是 如 的 桥 , 那 么 &CC 一 6) 
二 (CG) 十 1 且 e 的 两 个 端点 分 别 局 于 G 一 e 的 不 同 分 支 : 如 果 e 二 uv, 那么 
是 G 的 一 个 割 点 当 且 仅 当 deg(z) > 1。 实 际 上 完全 图 K, 是 唯一 的 一 个 有 桥 而 
没有 割 点 的 连通 图 .可 以 用 类 似 于 制 点 的 方式 来 刻画 桥 的 特征 ,下 面 定理 的 证 
明 也 类 似 于 定理 2. 1 。 

定理 2.3 连通 图 G 的 一 条 边 是 桥 的 充分 必要 条 件 是 存在 顶点 & 和 也 使 
得 :G 的 每 一 条 “一 z 路 包含 边 。。 

关于 桥 , 有 另外 一 个 有 用 的 特征 。 

定理 2.4 G 的 一 条 边 。 是 桥 当 且 仅 当 G 的 任意 一 个 图 不 包含 边 。。 

证 明 ”假设 CG 是 连通 的 ,e = wv 是 G 的 桥 ,G 的 一 个 图 C 包 含 e, 且 ww 和 
ws 是 G 一 。 的 不 同 分 支 的 顶点 . 任 取 GG 的 一 条 w, 一 ws， 路 PP, 则 e € ECP). 用 
C 上 不 包含 e 的 zx 一 "路 (或 zx 一 “路 ) 代替 “产生 一 条 ww 一 ws 途径 己 , 且 e 术 
EE(P') ,从 而 G 一 e 中 存在 一 条 ww 一 wy 路 .与 w, 和 "ws 属于 C 一 的 不 同 分 支 
矛盾, 即 C 的 任意 一 个 图 不 包含 边 。。 

反 过 来 ,假设 。 = wv 是 G 的 一 条 边 ,G 的 任意 一 个 图 不 包含 边 e, 且 e 不 是 
桥 . 由 G 一 e 是 连通 的 可 得 ,G 一 e 中 存在 一 条 wu 一 vo 踏 也, 即 卫 十 为 G 中 包 
含 e 的 一 个 图 .矛盾 . 国 

属于 图 上 的 一 条 边 称 为 图 边 .由 定理 2.4, 图 G 的 一 条 转 边 一 定 不 是 G 的 
桥 . 图 G 中 与 一 个 最 挂 点 关联 的 边 称 为 最 挂 边 .显然 ,悬挂 边 一 定 为 桥 。 

事实 上 ,确实 存在 许多 不 会 伸 点 的 图 .不 含 割 点 的 图 称 为 不 可 分 图 , 否则 
称 为 可 分 图 。 非 平凡 的 不 可 分 图 称 为 块 . 如 果 CG 的 子 图 如 满足 妃 是 一 个 块 ,而 
且 对 G 的 任意 一 个 子 图 F, 由 二 CP 了 可 得 下 是 可 分 图 , 则 称 态 为 G 的 一 个 块 。 
由 块 的 定义 可 知 :图 的 块 必然 是 导出 子 图 1 图 的 所 有 不 同 块 导出 边 集 的 一 个 划 
分 :任意 两 个 不 同 块 最 多 只 有 一 个 公共 点 , 且 存 在 公共 顶点 时 ,该 顶点 必 为 图 
的 割 点 .图 2. 1 中 的 图 有 五 个 块 B.(1 达 i 过 5). 正 象 所 指出 的 那样 ,顶点 vws 
和 mw 是 定点 ,而 vsvs 和 vivs 是 桥 , 不 过 vivs 也 是 巧 挂 边 。 

下 而 给 出 图 是 块 的 两 个 判定 法 。 

定理 2.5 一 个 plp 之 3) 阶 图 G 是 块 当 且 仪 当 对 于 G 的 任意 两 个 便 点 ， 
G 中 存在 包含 这 两 个 顶点 的 图。 


2 图 的 连通 性 23 


Bi: ~ B12: 人 
uv 


B: 0- 四 
外 vs Bs: 格 
Eid 
va 


图 2.1 一 个 图 和 它 的 五 个 块 

证 明 ”假设 G 是 一 个 图 ,对 于 它 的 任意 两 个 顶点 ,G 中 存在 包含 这 两 个 顶 
点 的 圈 :! 且 避 不 是 块 . 昆 然 G 是 连通 的 , 且 G 包含 一 个 便 点 zx。 由 定理 2. 1, 存在 
顶点 4 和 w 满 足 w 落 在 的 每 一 条 u 一 w 路 上 。 设 C 是 包 合 x 筷 的 一 个 圈 。 
C 确定 了 两 条 不 同 的 x 一 w 路 ,这 两 条 路 中 至 少 有 一 条 不 包含 v, 这 与 每 一 条 
4 一 w 路 包含 v 的 事实 政 盾 ,因此 G 是 块 。 

上 反 过 来 , 设 G 是 一 个 阶 p 之 3 的 块 , 且 G 中 存在 两 个 项 点 不 位 于 同一 个 图 
上 .选取 忆 的 两 个 顶点 4 和 vw 满足 :两 个 顶点 不 位 于 同一 个 圈 上 , 且 du,v) 一 
minfd(z,y)|z 和 yy 不 位 于 同一 个 圈 上 }. 因 为 G 是 一 个 块 , 它 不 包含 割 点 .又 
因为 了 之 3, 所 以 G 没 有 桥 .由 定理 2.4,G 的 每 条 边 落 在 G 的 一 个 圈 上 ,所 以 
dlusv0) 一 # >1. 因 为 G 是 连通 的 , 故 在 CG 中 存在 一 条 最 短 w 一 "路 双 。 设 为 
本 上 = 前 面 的 第 一 个 顶点 ,由 dusz) = dlu,v) 一 1 之 0 可 得 ,u 关 + 上 且 存在 
圈 C 包含 预 点 x 和 xz 由 于 z 不 是 上 的 制 点 , 故 G 一 工 中 存在 一 条 “一 "路 己 
一 wptotyoa pku 一 varv 一 mn) 不 包含 . 设 了 是 最 大 整数 (0 三 j 之 m) 满足 : 
zi 同时 局 于 随和 CC, 则 也 的 子路 P' = viviti"vo 与 C 有 唯一 的 公共 顶点 包 . 可 
构造 包含 < 和 ww 的 一 个 圈 如 下 :从 w 出 发 , 治 C 中 不 包含 w 的 一 段 由 < 到达 
《如 果 了 二 0, 则 任 选 一 条 C 中 的 u 一 z 路 ) 1 经 过 边 zw 到 达 w 再 通过 子路 P' 
由 v 到达 vw; 最 后 , 沿 忆 中 不 包含 的 一 段 由 v; 到 达 w。 从 而 与 和 % 不 位 于 同 
一 个 团 上 了 矛盾。 图 

一 条 u 一 v 路 P 的 内 部 硕 点 是 不 同 于 ,wv 的 任何 P 的 顶点 ,路 的 集合 {Pi， 
了 s,s 也,} 称 为 内 不 交 的 ,如 果 对 于 任意 1 三 i 之 j 达 4,P, 的 任意 一 个 内 部 顶 
点 都 不 是 P 的 内 部 顶点 ,显然 ,两 条 uw 一 v 路 是 内 不 交 的 ,如 果 除 了 u 和 vw 外， 
这 两 条 路 没有 其 它 公共 顶点 , 边 不 交 u 一 vo 路 是 没有 公共 边 的 路 .现在 我 们 给 
出 块 的 第 二 个 特点 。 
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推论 2.5 阶 plp 之 3) 的 图 G 是 块 当 且 仅 当 对 于 G 中 任意 两 个 不 同 项 
点 zx 和 存在 两 条 内 不 交 的 zx 一 "路 。 

定理 2. 5 的 结论 也 给 出 了 块 的 一 个 分 类 方式 , 即 有 图 块 和 无 图 块 . 阶 pCp 
之 3) 的 任意 一 个 块 均 满 足 任意 两 个 顶点 位 于 同一 个 图, 称 为 图 块 , 块 尺 ,是 唯 
一 一 个 不 包含 轿 的 块 , 称 为 无 圈 块 。 

对 于 不 是 块 的 连通 图 ,可 以 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 2.6 ”如 条 G 是 一 个 非 平凡 连通 图 且 不 是 块 ,那么 在 G 的 块 中 ,至 少 
存在 两 个 块 满足 每 个 块 恰 好 只 含 G 的 一 个 割 点 。 

实际 上 ,定理 2.2 是 定理 2.6 的 推论 .根据 定理 2.6 的 观点 ,可 定义 图 G 的 
一 个 悬挂 块 是 恰好 只 告 CG 的 一 个 制 点 的 块 。 定 理 2.6 可 以 重 述 为 :任意 一 个 有 
割 点 的 连通 图 ,至 少 包 全 两 个 其 挂 块 .下 面 给 出 另 一 个 经 常用 到 的 结果 。 这 个 
证 明 留 给 读者 。 

定理 2.7 设 G 是 一 个 非 平凡 的 可 分 连通 图 ,那么 G 包 合 一 个 割 点 v 满 足 
最 多 除 一 个 块 外 ,包含 v 的 全 部 块 是 悬挂 块 。 

存在 图 的 块 的 另 一 个 有 趣 的 性 质 。 

定理 2.8 如 果 图 C 是 一 个 连通 图 ,那么 存在 G 的 一 个 块 旦 使 得 :图 G 的 
中 心 Z(G) 三 V(B)。 

证 明 ”假设 CG 是 一 个 连通 图 , 且 对 于 G 的 任意 一 个 块 是 满 足 :Z(G) 生 
VCB8)。. 由 此 可 得 G 存在 一 个 割 点 v 使 G 一 v 包 全 分 支 G, 和 Gs, 且 GI 和 Gs 鬼 
包含 Z(G) 中 元 案 . 设 4 是 一 个 满足 dlu1v) = elv) 的 顶点 ,Pi 是 一 条 长 为 
e(o) 的 一 < 路 .C, 和 G: 中 至 少 有 一 个 不 含 书 的 点 ,不 妨 设 C: 不 含 已 的 点 。 
任意 选取 ww E VCG2) 门 Z(GC) 及 一 条 最 短 z 一 "路 己 :. 路 刀 和 PP: 一 起 形成 一 
条 4& 一 w 踏 Pi, 这 必 是 一 条 长 为 diusw) 的 uw 一 w 牙 , 从 而 elw) 之 elv) ,与 ww 
< Z(G) 矛盾 。 国 

如 果 图 G 是 一 个 块 且 对 每 一 个 顶点 vE VC(G), 图 G 一 v 不 是 块 , 则 称 G 为 
临界 块 , 否 则 , 称 为 非 临界 块 . 由 临界 块 的 定义 可 知 :一 个 块 G 是 非 临界 的 当 且 
仅 当 存在 G 的 一 个 顶点 v 满足 :G 一 "也 是 块 。 对 于 边 而 言 , 有 一 个 与 临界 块 类 
似 的 概念 ,如 果 图 @G 是 一 个 块 ,上 且 对 任意 一 条 边 eE ECG) ,图 G 一 “不 是 块 , 则 
称 G 为 最 小 块 。 

图 2.2 中 , 块 G, 是 最 小 的 且 非 临界 的 ,而 块 CG: 是 临界 的 但 非 最 小 的 。 在 图 
2.2 中 ,每 一 个 图 都 包含 皮 为 2 的 顶点 。 事 实 上 , 除 个 别 的 几 个 以 外 ,所 有 最 小 
块 和 临界 块 都 具有 这 种 性 质 , 即 几乎 所 有 最 小 块 和 临界 块 都 至 少 包 售 一 个 2 
度 点 。 

定理 2.9 任意 一 个 阶 至 少 为 4 的 临界 块 包含 一 个 虚 为 2 的 顶点 。 
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图 最 小 块 和 临界 块 

证 明 设 G 是 个 阶 至 为 4 的 临界 块 , 对 G 中 每 个 顶点 ,在 6G 工 
中 存在 顶点 y 使 G 一 z 一 y 是 不 连通 的 .选取 顶点 对 4 和 满足 G 一 一 vu 不 
连通 , 且 包 含 个 阶 = 最 小 的 分 支 G 设 G: 是 G “一 = 其 它 分 支 的 并 如 果 
对 一 上 那么 C 的 唯一 项 点” 定 是 G 的 一 个 2 度 顶 可 ,定理 结论 成 立 从 而 ,可 
假设 a 尽 2 邻 昌 一 (V(GI) U {uov') ,那么 如 是 连通 的 设 w E VG ww 
是 G 一 ww 的 个 重点 下面 分 二 种 情况 进行 讨 并 

情况 1 假设 w， VCH) 因为 (V(G UU tc) 和 (Y(G:)》 U tu}) 是 连通 
的 , 故 G 一 ww ws 中 存在 个 分 支 包 含 (V(G ， | 1 ,tw 关 4) 或 者 (V(G 
U {Dw 隆 ) 即 6G w 一 wv ,有 一 个 阶 比 x 小 的 分 支 ,与 < 和 v 取 法 矛盾 。 

情况 2 假设 w EV(G 》 如 果 u 和 vw 属于 G ww， ws 的 同一 个 分 支 
已 , 则 对 于 任意 x EV(G \.w }, 存 在 G 的 圈 C 使 得 :w ,z VC) 由 于 ww 
和 上 属于 G 一 “一 2 的 不 同 分支 , ff 以 x, ;EV《C) 目 (V(G,) iuvwv) ,中 存 
在 内 不 交 的 x ” 工 隐 和 工 路 ,从 而 zx E V(C') 同 理 , 对 于 任意 工 E 
V(G )NMau ,TEV(G') ,由 此 可 得 ,G 一 G 一 x 一 z 与 G ww 一 wi 不 过 
通 矛 盾 , 所 以 x 和 vw 属于 G 一 ww 一 ww 的 不 同 分 支 , 即 包含 的 分 支 旧 ,和 包 
会 0 的 分 支 开 .如果 避 . 或 者 品 . 是 平凡 的 ,那么 GG 有 一 个 度 为 2 的 顶点 ( 即 
或 ), 定 理 结论 成 立 .假设 ,和 右 都 是 不 平凡 的 由 n>1 可 得 VLG， 作 
VCH.) ”所 或 者 V(G ) V(H,) 关 所 不 妨 设 YIC ) 站 VC 天 休 . 
存在 G ”ww 的 个 分 支吾 是 G -ww 的 子 图 ,sf 以 下 的 阶 小 于 n, 与 
w 和 的 取 法 蔬 盾 .加 

推论 2 9 如果 G 是 个 阶 至 少 为 4 的 最 小 块 ,那么 G 包 含 个 度 为 2 的 
顶点 
证 明 ”假设 G 是 一 个 阶 至 少 是 4 的 最 小 块 ,但 G 不 含 度 为 2 的 全 点 ,由 定 
理 2. 9,G 不 是 临界 块 .G 含有 顶点 也 满足 :G 一 迪 是 个 块 , 设 。 是 与 关联 
的 ”条 边 因为 @G 是 最 小 块 ，; 以 G 一 “不 是 块 , 即 G 一 < 包含 一 个 便 点 ze 天 
to) 使 得 G 一 “ 一 “是 不 连通 的 ,由 此 可 得 ,e 是 G 一 “的 桥 另 方面 ,由 C 
“ ”也是 连通 的 可 得 < 是 G 一 4 的 县 挂 边 且 忆 是 G 一 “的 悬挂 点 , 即 风 是 CG 

wx 的 1 度 顶点 ,是 G 的 2 度 项 点 .矛盾 .加 
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证 明定 理 2. 3。 
证 明 : 每 一 个 连通 的 (ps 户 一 1) 图 (p 之 3) 包含 一 个 全 点 。 
证 明 : 址 一 个 连通 的 tp,9) 图 (3 三 p 往 9) 包 售 一 条 图 边 。 
证 明 :只 包含 偶 顶 点 的 图 是 无 桥 的 。 
证 明 :如 果 二 是 连通 图 @ 的 一 个 基点 ,那么 器 不是 百 的 齐 点 。 
证 明 推 论 2.5。 
设 已 是 一 个 阶 p(p 之 3) 的 抉 ,4u 和 vw 是 忆 的 不 同 顶 点 ,如 果 卫 是 忆 中 
一 条 已 知 u 一 v 路 ,那么 总 存在 一 条 与 内 不 交 的 wu 一 路 慷 吗 ? 

8. 对 于 非 平凡 连通 图 ,定义 已 的 块 - 市 点 图 btG) 满足 :顶点 是 局 的 所 
有 块 和 割 点 , 且 bc《G) 中 两 个 顶点 是 邻接 的 当 且 仅 当 一 个 是 @G 的 割 点 ,而 另 一 
个 是 包含 该 着 点 的 块 。 

ta) 证 明 :hclG) 是 连通 无 图 的 。 

人 b) 证 明定 理 2. 6。 

tc) 证 明定 理 2.7。 

9. 由 定理 2.6, 证 明定 理 2.2。 

10. 图 G 的 一 个 元 来 是 GG 的 顶点 或 者 边 .证 明 : 阶 ptp 之 3) 的 图 加 是 块 
当 且 仅 当 G 的 每 对 元 素 位 于 G 的 同一 个 图 上 。 

11- 设 G 是 一 个 圈 块 , 且 vE VCG)。 证 明 : 存 在 G 的 一 个 顶点 满足 :uv EE 
E(G), 且 G 一 4 一 2 是 捧 通 的 。 

12. 设 G 为 一 个 图 块 ,w 和 ww 是 G 的 任意 两 个 顶点 , 且 玉 是 G 一 bv 一 we 的 
任意 一 个 连通 分 克 。 证 明 ;: (VCF) U {uwv)) 是 局 的 一 个 连通 子 图 。 


TP 


2,2 nn- 连通 图 和 n- 边 连通 图 


在 这 一 节 中 ,我 们 要 推广 上 一 节 引 入 的 创 点 , 桥 和 块 的 概念 。 

如 果 图 G 的 顶点 集 的 一 个 真子 集 UU 满足 G 一 不 连通 , 则 称 U 为 G 的 顶 
点 割 , 忆 的 顶点 课 中 ,基数 最 小 的 称 为 最 小 顶点 全 ,从 完全 图 中 删 去 任何 一 个 
顶点 真子 集 只 能 产生 另 一 个 完全 图 ,从 而 约定 完全 图 ,的 所 有 顶点 全 的 基数 
为 p 一 1. 图 G 的 最 小 顶点 制 的 基数 称 为 图 的 点 连通 度 或 简称 为 连通 度 , 记 为 
x{G) ,显然 ,如 果 G 不 是 完全 图 , 则 xtG) 之 pCG) 一 1, 而 且 *(K,) = 二 p 一 1。 
由 连通 度 的 定义 可 知 :x(G) 是 破坏 G 的 连通 性 或 者 产生 一 个 平凡 图 需要 从 G 
中 肌 去 的 最 少 顶 点 数 , 非 平凡 图 G 满足 x(G) = 0 当 且 仅 当 避 是 不 连通 的 ,图 
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C 满 足 x(G) = 1 当 且 仅 当 CG 宇 ,或 C 是 一 个 可 分 连通 图 ;图 G 满 足 x(G) 之 
2 当 且 仅 当 @G 是 一 个 阶 不 小 于 3 的 不 可 分 连通 图 。 

类 似 地 可 定义 与 边 对 应 的 连通 度 的 概念 .如果 非 平凡 图 G 的 一 个 边 子 集 
X 满足 :G 一半 是 不 连通 的 , 则 称 关 为 的 一 个 边 割 ,基数 最 小 的 边 割 称 为 图 
的 最 小 边 宕 .由 边 害 的 定义 可 得 :如 果 共 是 一 个 非 平 凡 连 通 图 的 最 小 边 制 , 那 
么 G 一 区 只 能 有 两 个 分 支 ,每 一 个 非 平凡 图 都 存在 边 割 ,图 G 的 最 小 边 制 的 基 
数 称 为 G 的 边 连 通 度 , 记 为 x (G) ,约定 平凡 图 的 边 连通 度 **( 尺 ,) = 0。 所 以 ， 
(CG) 是 得 到 一 个 不 连通 或 平凡 图 需要 从 G 中 删 去 的 最 少 边 数 。 

由 边 连 通 度 的 定义 可 得 ,ce (C) = 0 当 且 仅 当 C 是 不 连通 的 或 平凡 的 ;而 
2(G) = 1 当 且 仅 当 G 是 连通 的 旦 有 桥 .一 个 图 的 连通 度 , 边 连通 度 和 最 小 度 
2(G) 之 间 有 下 面 的 关系 。 

定理 2.10 对 任何 图 GxCG) 委 吕 (C) 之 58(G)。 

证 明 ”首先 ,证 明 不 等 式 *(G) 之 5(G)。 设 vw EV(G), 且 deg(v) 一 
5(G)。 如 果 5(C) = 0, 则 = 为 @ 的 王立 顶点 , 且 只 (C) 二 0, 结论 成 立 , 假 设 
8(G) > 0。 从 C 中 删 去 所 有 与 关联 的 34G) 条 边 得 到 图 G ,显然 "是 G 的 孤 
立 顶 点 , 且 G' 是 不 连通 的 , 即 x'(G) 和 6(G)。 

其 次 ,证 明 不 等 式 <(G) 过 #* (CG) ,如果 以 (G) = 0, 那么 GC 是 不 连通 的 或 者 
平凡 的 , 即 x(G) = 0; 如 果 w(G) 二 1, 那 么 CG 是 连通 的 , 且 包 含 一 个 桥 , 即 G 衬 
K, 或 者 如 是 连通 的 且 包 含 制 点 ,所 以 &(G) 一 1 总之, 当 只 (C) 之 2 时 ,总 有 
kG) 二 #(G) ,结论 成 立 ,假设 *(G) 之 2, 在 G 中 存在 基数 为 x'(G) 的 边 子 集 
S 满足 CG 一 5 不 连通 . 设 e 一 ww€ 5, 且 G' =C 一 (SNe))。 显 然 是 G' 的 桥 。 
对 S\{e} 的 每 一 条 边 ,选择 一 个 不 同 于 x 和 ww 的 关联 顶点 构成 GC 的 一 个 顶点 子 
集 V . 设 图 片 = G 一 YW. 如 果 开 是 不 连通 的 , 则 w(G) <<w 4G)，, 否 则 芯 是 连通 
的 , 即 开 衬 K; 或 者 民有 一 个 割 点 .在 任何 情况 下 ,存在 村 的 一 个 项 点, 删 去 这 
个 项 点 产生 一 个 不 连通 图 或 平凡 图 .因此 ,<(C) 袜 兴 (G) 。 量 

图 2.3 表示 了 一 个 图 局 簿 足 :x(G) 一 2,w(G) 一 3 且 6(G) 一 4。 


图 2.3 一 个 <(G) = 2,xtG) 二 3 和 CG) 一 4 的 图 
如 果 图 上 的 连通 度 <(C) 之 a(n 之 1), 则 称 图 是 a- 连通 的 或 者 C 为 a- 
连通 四 .由 上 述 定义 可 得 :C 是 1- 连通 的 当 且 仅 当 C 是 不 平凡 的 和 连通 的 ;G 
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是 2- 连通 的 当 且 仅 当 G 是 一 个 圈 块 , 换 句 话说 , 当 = 之 2 时 ,图 CC 是 一 连通 的 
当 且 仅 当 从 G 中 刷 去 任意 = 一 1 个 项 点 产生 一 个 非 平 凡 连 通 图 。 

通常 情况 下 ,对 某 一 个 特殊 的 a 了 解 一 个 图 是 否 为 x- 连通 的 与 了 解 连通 
性 本 身 那 样 有 价值 .下 面 的 定理 给 出 了 一 个 图 是 -连通 的 条 件 , 这 里 [z 1 表示 
不 小 于 z 的 最 小 整数 ,Lzj」 表示 不 大 于 z 的 最 大 整数 。 

定理 2.11 设 G 是 一 个 plp 之 2) 阶 图 ,n 是 一 个 自然 数 (1 三 a 达 pp 一 
.如果 对 GG 的 任意 一 个 顶点 

deg(o) 二 [2 十 ?一 2|， 
那么 G 是 a- 连通 的 。 

证 明 ” 假 投 6G 满足 定 理 的 条 件 且 不 是 a- 连通 的 , 即 x《G) < 及。 如果 G 是 
完全 图 ,结论 显然 成 立 ,假设 6 不 是 完全 图 , 即 存在 G 的 一 个 顶点 子 集 S 满足 
G 一 5 不 连通 且 x(G) 达 15S| =n 一 1. 设 棚 是 G 一 人 的 一 个 阶 最 小 的 分 支 且 
IVCHD)| = 由 于 G 一 5 至 少 有 两 个 分 支 且 忌 是 阶 最 小 的 分 支 ,所 以 

一 于 1 
+< | 
对 任意 "E VCHD) ,wv 在 G 中 的 度 至 多 为 十 n 一 2, 故 有 


deg(o) Sh+n 2 |e tt |rn 2 


eto— cpt < ets—2l. 
这 与 定理 条 件 矛盾 , 故 己 是 二 连通 的 . 轿 

加 果 图 G 的 边 连 通 上 度 x(G) 之 n(n 之 1), 则 称 G 是 wn- 边 连通 的 或 者 为 n- 
边 连通 图 。 换 句 话 说 ,图 G 为 w- 边 连通 图 当 且 仅 当 从 G 中 性 去 任意 # 一 1 条 边 
产生 一 个 连通 图 .对 于 =- 边 连通 图 类 可 以 用 下 面 简 单 而 有 用 的 定理 来 刻画 。 

定理 2.12 一 个 非 平凡 图 G 是 w- 边 连通 的 当 且 仅 当 不 存在 VCG) 的 非 空 
真子 集 W 使 得 连接 W 和 VCG) 一 W 的 边 数 小 于 n。 

证 明 ” 设 不 存在 VCG) 的 非 空 真子 集 W 满足 ,连接 凤 和 V(G) 一 WW 的 
边 数 小 于 ,5 为 G 的 任意 一 个 最 小 边 害 因为 豆 = C 一 3 是 不 连通 的 , 设 已 ， 
是 总 的 一 个 分 支 , 因 为 连接 VC) 和 VCG)NVCH,) 的 边 数 恰好 是 1S| ,所 以 
x'(G) 二 S| 之 n, 即 G 是 n- 边 连通 的 。 

反 过 来 ,假设 G 是 一 个 a- 边 连通 图 。 如 果 存 在 VCG) 的 一 个 非 空 真子 集 W 
满足 ;连接 WW 和 VCG) 一 WW 的 边 数 为 j(j 过) ,那么 删 去 这 j 条 边 产 生 一 个 不 
连通 图 ,与 C 为 a- 边 连通 图 矛盾 . 国 

根据 定理 2. 10, 对 任意 一 个 图 C,w KG) 委 8(G)。 下 面 定 理 给 出 了 该 等 式 
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成 立 的 一 个 充分 条 件 。 

定理 2.13 ”如果 G 是 一 个 直径 为 2 的 图 , 则 x (G) = 6(G)。 

证 明 ” 设 $ 是 的 一 个 最 小 边 宙 ,Hl 和 HH; 是 G 一 S 的 不 同 分 支 .不 失 
一 般 性 ,假设 (5 过 p(H,)。 

如 果 存 在 上 H, 的 一 个 顶点 & 满足 Nelu) 人 | VCH,) 一 何 , 则 对 于 任意 EE 
VCHD) ,由 dilu,v) = 2 可 得 ,Nolv) 门 Y(G) 关 名, 从 而 对 于 任意 4 E 
VCHD Netw) 由 VCH,s) 关 儿 或 者 对 干 任意 v EVCHD)NeW 由 VHD)z 
作 . 无 论 哪 一 种 情况 出 现 ,总 有 

x(G) = 1S|>min(p(H) Pp(H)) = peH) (2.1) 
对 于 任意 uwE VCHD), 邻 di(u) 表示 在 GG 中 4 与 VCH)(i 一 1,2) 之 间 连 
接 的 边 数 。 故 
6(G) deglu) = du) + dlu) 
pHD)— 1+ dn), (2.2) 
根据 定理 2. 10, 可 得 
0) > x (G)。 (2.3) 
由 (2.1),(2.2),(2.3) 可 得 对 于 任意 x E VCHY) ,dw) 之 1, 设 2 = ptH)， 
VCOHD = fut yo) , 故 


GD = [= Deal) = Dyces) + dalue) 
pH — 1+ dlu,)e (2.4) 
由 (2.2),(2.3),(2.4) 可 得 
PCH) — 1+ du) 0) WG) > pH) — 1 + dru), 
因此 ,w(G) = 2G). 胃 

推论 2. 13 ”如 果 忆 是 p(tp 之 2) 阶 图 , 且 对 忆 中 任意 两 个 不 邻接 顶点 4 和 
满足 deg(w) 十 deglv) 之 一 1 那么 x (G) 一 8(G)。 

证 明 ”如 果 忆 中 任意 两 个 顶点 都 是 相仿 的 , 则 人 为 完全 图 .由 pCG) 之 2 
可 得 ,6(G) = ww (G) = p 一 1, 结论 成 立 , 从 而 可 假设 diam(G) 之 2. 根据 定理 
2. 13, 只 须 证 明 图 diam(G) = 2 即 可 .从 而 ,可 假设 diam(G) > 2. 故 存在 C 中 
两 个 顶点 4 和 2 满足 duwv) 之 3, 即 NG) 站 N(v) 二 2。 叉 因 为 wwv 入 Nw) 
U NGO, FU NGD U NG) EVOONNu 0) ,Wp deg(u) 十 deg(o) Zp— 2, 
与 推论 的 条 件 矛 盾 , 国 


练习 
1. 确定 每 个 完全 部 图 的 连通 度 和 边 连通 度 。 
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2. 设 G 是 一 个 呈 -连通 图 ,miypamz 是 加 的 呈 个 不 同 顶 点 ,向 加 中 添加 
一 个 新 顶点 和 边 集 {uw,|1 莹 i 入 nn} 以 后 所 得 的 图 为 下 .证 明 :xCH) 一 ma 
3. 设 加 是 aa- 连通 的 , 且 百 一 G 十 天 .证明 : 开 是 人 十 1)- 连 通 的 。 

4. 一 个 单 图 图 是 一 个 恰好 只 有 一 个 图 的 连通 图 、 

(a) 如 果 G 是 音 图 图 ,证 明 :xCG) 夺 2, 且 ww(G) 芝 2 

《b) 对 所 有 单 图 图 忆 均 有 x(G) 二 (G) 一 2 397 

(ec) 存在 K(G) 二 1 和 ww(G) = 2 的 单 圈 图 GG 吗 ? 

5 对 于 一 个 pp 之 2) 阶 图 G, 定 义 G 的 各 连通 广 K,(G)(2 三 上 三 户 ) 为 : 
从 已 中 则 去 顶点 的 最 小 个 效 使 得 产 符 一 个 至 少 有 点 个 分 支 或 者 阶 比 志 小 的 避 
的 子 图 (注意 ,ks(G) 一 wx(G)),. 一 个 图 称 为 (n,#&8)- 连通 的 ,如 果 wi(G) 之 n, 设 
己 是 一 个 户 阶 图 , 且 G 中 存在 一 个 阶 至 少 为 的 顶点 子 集 人 使 得 :5 中 任意 两 
个 顶点 不 邻接 ,证 明 :如 果 对 任意 和 了 (G)， 

degcfu) 之 [z 十 过 = 一 21. 


那么 G 是 Cn,)- 连通 的 。 

6. 设 忆 是 一 个 直径 为 2 的 图 。 证 明 ( 如 果 号 是 G 的 一 个 最 小 边 审 ,那么 局 
一 号 分 支 中 至 少 有 一 个 同 贩 于 六 ,或 天 xm。 

7. 设 asbrc 是 正 整 数 , 且 a 之 5 芝 c。 证 明 : 存 在 图 局 满足 xtG) = a,w(G) 
一 清和 30G) = c。 

8. (a) 证 明 , 如 果 SC(G) 之 p 一 2, 则 w(G) = 8(G)。 

《b) 对 于 任意 自然 数 plp 之 4) ,构造 图 G 使 得 (CG) 二 一 3 上 且 x(G) 过 
5(G)。 


2.3 Menger 定理 


一 个 非 平凡 图 C 是 连通 的 (或 等 价 于 是 1- 连通 的 ) 当 且 仅 当 G 的 任意 两 
个 不 同 顶 点 之 间 至 少 存在 一 条 路 .这 个 事实 能 以 多 种 方式 被 推广 ,大 多 数 都 直 
接 和 间接 地 涉及 到 一 个 由 Menger 给 出 的 定理 ,也 称 为 Menger 定理 。 

设 6 为 一 个 图 ,x 和 wv 是 G 的 不 邻接 顶点 ,上 且 5 为 G 的 顶点 子 集 .如 果 G 一 
5S 为 不 连通 图 且 w 和 vw 属 于 G 一 S 的 不 同和 分 支 , 则 称 5 为 GG 的 [u,v] 分离 集 。 
基数 最 小 的 [u,v] 分 高 集 称 为 最 小 [u,v] 分 离 集 , 且 最 小 [u,o] 分 高 集 的 基数 
称 为 口 的 [= 四] 分 离 数 -类 似 地 可 以 定义 相对 于 边 的 慨 念 . 如 果 S 为 ECG) 的 
子 集 ,'G 一 5S 不 连通 , 且 w 和 = 分别 属 于 恕 一 3 的 不 同 分 支 , 则 称 3 为 避 的 一 
个 [ws,o] 边 分 离 集 ,最 小 基数 的 [<,z] 边 分 离 集 称 为 最 小 [,o] 边 分 离 集 ! 最 小 
[ez 边 分 离 集 的 基数 称 为 [xz] 边 分 离 数 。 
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在 图 2.4 的 图 G 中 ,存在 一 个 [u,0] 分 离 焦 S = {wwwzowe}, 且 [usvj 分 
离 数 为 3. 正 像 被 下 面 的 定理 所 证 实 的 那样 ,存在 三 条 CG 中 内 不 交 的 u 一 路。 


图 2.4 一 个 说 明 Menger 定理 的 图 

定理 2.14(Menger) 设 x 和 ww 是 图 G 的 任意 两 个 非 邻 接 顶 点 ,那么 [4， 
中 分 离 数 等 干 G 中 内 不 交 的 “一 " 路 的 最 多 杀 数 。 

证 明 ”如 果 [a,z] 分 离 数 是 aa 之 1), 那 么 G 中 内 不 交 x 一 "路 的 最 多 条 
数 至 多 是 .假设 定理 结论 不 成 立 ,选取 定理 的 一 个 反例 图 G 满足 :如 果 所 也 
为 定理 的 反例 , 则 pCG) 之 p(H) ,或 者 pCH) = pCG) 且 alG) 之 qtHH). 存 在 
蕊 中 两 个 不 邻接 顶点 4 和 vv 满足;[u,vj 分 离 数 是 nkn 之 1), 旧 G 中 不 存在 4 条 
内 不 交 的 x 一 "路 .由 避 的 取 法 可 得 :G 为 连通 图 如 果 = 一 1, 则 GG 中 存在 wu 一 v 
路 ,与 G 的 取 法 矛盾 ,从 而 可 假设 > 之 1。 

首先 ,证 明 图 局 的 三 个 性 质 。 

性 质 1: 对 于 己 的 任意 两 个 邻接 顶点 vv 和 va( 其 中 ;v, 和 vi 都 不 是 4 或 0)， 
存在 G 中 包 售 z 一 1 个 顶点 的 顶点 子 集 忆 满足 局 U {wv} (= 1,2) 为 [4,v] 分 
离 集 。 

设 *= 一 ws 且 豆 =G 一 ec 由 G 的 取 法 可 得 : 杂 不 是 定理 的 反例 且 寺 的 
[u,vj] 分离 数 吉之 n 一 1( 否 则 存在 二 的 [u,v] 分 离 集 口 满足 171 委 = 一 2 
由 口 U f 小 为 C 的 [zx 四] 分离 集 可 得 ,G 中 [wo] 分 离 数 小 于 nm, 矛盾 )。 又 因为 
好 中 至 多 存在 r 一 1 条 内 不 交 的 wx 一 5 路 ,所 以 加 一 2 一 1 车 已 为 五 的 最 小 
[uv] 分 离 集 , 则 UU {vw}C 一 1,2) 为 [wz] 分 离 集 。 

性 质 2:Net) 门 NeCv) 一 何 。 

假设 性 质 2 不成立, 则 存在 w€ Ne(a) 门 Nokv). 设 HH=G 一 ww 由 对 性 
质 1 的 讨论 可 得 二 的 [zx 四] 分离 数 为 一 1, 且 瑟 中 存在 一 1 条 内 不 交 的 
uv 路 .显然 ,下 的 n 一 1 条 内 不 交 的 x 一 v 路 和 路 sa 一 起 为 C 的 = 条 内 不 
交 的 xs 一路 ,与 G 的 取 法 矛盾 。 

性 质 31 如 果 W = {wi ,wi,…,w。} 是 任意 一 个 最 小 [uv] 分 离 集 ,那么 WW 
三 Nekz) 或 者 多 二 Nilv)， 
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设 右 ==G 一 W, 且 Hi 和 HH; 为 FH 中 分 别 包含 和 vw 的 分 支 . 令 G. 一 
VCHD) UW) 且 G。= (VCH WW). 星 然 VCG,) NVOG,) 一 到 -如果 疡 (CD) 
二 nn 十 1 或 者 pC 一 4 十 1, 则 结论 成 立 .假设 pCG) 之 * 十 2 且 户 (C.) 之 
nn 十 2, 构造 图 G2 为 图 G. 添加 一 个 新 顶点 w” 和 边 集 {v"wil1 三 i 三 nn} .因为 
Gu 的 阶 小 于 G 的 阶 ,所 以 G; 不 是 定理 的 反例 ,如 果 G。 中 存在 [u,v*] 分 离 集 
5 满足 1S| 过 n, 则 5 为 G 的 [u,v] 分 离 集 ,与 G 的 取 法 忒 盾 . 由 此 可 得 ;G; 的 
[usv"] 分离 数 为 n, 即 Gs 中 存在 7 条 内 不 交 的 一 wv" 路。 类似, 可 定义 Go , 且 
得 到 G; 中 也 存在 4 条 内 不 交 的 u' 一 u 路 ,然而 G 中 存在 7 条 内 不 交 的 ws 一 
路 .与 6 的 取 法 牙 盾 .性 质 3 成 立 。 | 

下 面 完 成 Menger 定理 的 证 明 。 设 是 G 中 的 一 条 最 短 u 一 vz 路。 由 性 质 2， 
卫 的 长 至 少 是 3, 令 了 == uuiue…vw。 由 性 质 1, 存 在 G 的 基数 为 4 一 1 的 顶点 子 
集 口 使 得 :UU {fw) 和 UU tea} 为 最 小 [4, 中 分 离 集 .由 wu, € ECG) 以 及 性 
质 2 和 3,U0C Nec(ue) ,又 因为 吕 芋 Neo) 呆 天 何 及 nm 二 2 所 以 ,us E Nelu)。 
与 中 为 最 短 “一 " 路 天 质 。 田 

借助 于 Menger 定理 ,下 面 给 出 由 Whitney 得 到 的 n- 连通 图 的 特征 。 

定理 2. 15(Whitney) 一 个 非 平凡 图 G 是 nm- 连通 的 当 且 仅 当 对 于 G 的 任 
意 两 个 不 同 顶 点 “和 v, 在 G 中 至 少 存在 = 条 内 不 交 的 “一 "路 。 

证 明 ”假设 G 是 一 个 n- 连 通 图 且 G 中 内 不 交 u 一 v 路 的 最 多 条 数 是 mCm 
之 n)。 如 果 uv 作 及 (G) ,那么 由 定理 2. 14,x(C) 莹 m< 之 n, 与 假设 巴 盾 , 故 wwE 
E(G), 那 么 在 G 一 wv 中 内 不 交 w 一 v 路 的 最 多 篆 数 是 芭 一 1 之 n 一 二 所 以 x(G 
一 sz) 之 4 一 1, 因 此 ,存在 不 超过 n 一 2 个 顶点 的 顶点 于 集 口 使 得 G 一 uv 一 
UV7 是 不 连通 图 , 故 G 一 (WU !tz)) 和 5 一 (UU {v}) 中 ,至 少 有 一 个 是 不 连通 
的 ,这 童 味 着 <(G) << "这 也 产生 矛盾 。 

反 过 来 ,假设 C 是 一 个 非 平 凡 图 ,不 是 ”- 连通 的 ,但 在 这 个 图 中 每 对 不 同 
顶点 之 间 至 少 存在 n 条 内 不 交 路 ,显然 ,G 不 是 完全 图 .因为 G 不 是 mn- 连通 的 ， 
所 以 wtG) 之 n。 设 WW 是 G 的 一 个 最 小 顶点 审 (x(G) 一 IW 站 ), 且 和 v 属 于 避 
一 W 的 不 同 分 支 .因为 uv 筷 ELG) ,由 假设 可 得 至 少 存在 "条 内 不 交 的 u 一 v 
路 , 由 定理 2.14,G 中 不 存在 [u,v] 分 离 焦 S 使 得 15| 之 n. 与 x<(G) 之 a 政 
盾 . 略 

借助 于 Whithey 定理 ,很 容易 建立 下 面 的 结果 。 

定理 2. 16 如 果 G 是 na- 连通 图 , 且 v,vy,…,v。 是 G 的 n 十 1 个 不 同 顶 点 ， 
则 存在 5 条 内 不 交 路 (P,Pi,…,P.) ,其 中 :P; 为 0 一 v1, 路 (1 三 i 之)。 

证 明 ”向 G 中 添加 一 个 新 顶点 uw 和 所 有 边 uw,tl 三 i 达 n) 得 到 一 个 新 图 
于 ,因为 G 是 m- 连通 的 ,容易 验证 上 H 也 是 a- 连通 的 ,由 定理 2. 14, 存 在 石 中 
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条 身 不 交 4 一 心路 ,这 些 路 导出 必 的 内 不 交 的 4 一 羽 路 (1 三 :1 三). 国 

2- 连通 图 的 一 个 有 趣 性 质 就 是 这 个 图 的 任意 两 个 项 点 落 在 同一 个 圈 上 ， 
这 个 半 实 被 Dirac 推广 到 a- 连通 图 。 

定理 217 设 G 是 一 个 a- 连通 图 (x 之 2), 那 么 G 的 任意 4 个 顶点 落 在 
的 同一 个 圈 上 。 

证 明 ”假设 定理 不 成 立 , 即 存在 »- 连 通 图 G, 及 一 个 基数 为 的 顶点 子 集 
W 使 得 对 于 忆 的 伍 意 一 个 圈 C,W 生 V(C) .选取 定理 反例 中 阶 数 最 小 的 连 
通 图 忆 . 由 定理 2.5 可 得 4 之 2。 设 W 为 上 的 一 个 基数 为 的 顶点 子 集 旦 对 于 
GG 的 任意 一 个 园 CW 和 VCOwEW 有 W'=W\w). 令 有 =6 一 w' 则 
“CD 之 4 一 16 故 上 是 tn 一 1)- 连 通 的 , 且 不 是 定理 的 反例 ,所 以 矿 中 存在 图 
C 满足 CVCC) .不妨 设 W' 的 顶点 在 C 上 按照 次 序 w(1 达 i 之 n 一 1) 排 
列 。 

假设 VCC) 一 W' ,由 G 中 存在 内 不 交 的 w 一 wi; 路 QQ(1 三 7 三 一 1 可 
得 ,Q, 和 Q, 一 起 构成 的 一 条 ww 一 ww: 路 Q@ 且 VQ) 由 VOC) = fw,wa)。 
用 外 代替 边 wwws 可 得 到 辟 中 包含 ?的 一 个 圈 , 与 G 为 定理 上 反例 矛盾 ,所 以 
VO 天 了 。 

假设 w, E Y(C)NW' .由 定理 3.5 可 得 中 存在 内 不 交 w 一 忆 路 @(1 三 
1 芝 #) ,对 于 性 意 1C1 三 i 过) , 设 工 是 属于 C 的 Q; 上 的 第 一 个 顶点 (可 能 + 
一 zi) ,并 用 ;表示 @; 的 ww 一 zt 子路 (之 i 之), 则 z 关 X(1 之 i 人 jn)。 
存在 C 上 的 ww 一 wirl 路 民 乏 i 莹 7 一 2) 及 xi 一 zw 路 中 的 一 条 路 至 少 包含 
{zi|1 之 i 之) 中 的 两 个 顶点 ,不 妨 设 志和 z(t 关 4) 悦 于 C 上 的 ww 一 wi 路 。 
用 由 已 , 和 驴 , 导出 的 工 一 五 路 代理 ww 一 zs 路 上 从 支 到 zz, 的 一 自得 到 人 避 中 
包 舍 多 的 所 有 项 点 的 图。 与 W 的 取 法 矛盾 , 国 

由 定理 2.11 和 定理 2.14 可 得 ,如 果 G 是 一 个 plp 之 2) 阶 图 ,n 是 一 个 整 
数 ,1 三 4 硅 p 一 1, 县 对 G 的 每 个 项 点 uv 有 

deg( 之 [十 2 一 2 |， 


则 在 所 的 任何 两 个 不 同 顶点 at 之 间 , 存 在 条 内 不 交 的 一 w 路 ,进一步 可 
以 证 明 这 些 路 中 至 少 有 一 条 的 长 最 多 是 2。 
定理 之 18” 设 避 是 一 个 阶 pCp 之 2) 的 图 , 且 = 是 一 个 整数 (1 之 n 达 pp 
一 1) .如果 对 忆 的 每 个 顶点 v 有 
deg(v) 之 [#1 


则 在 @G 的 任何 两 个 不 同 顶点 wz 之 间 , 存 在 a 杀 内 不 交 的 一 “路 ,上 且 这 些 路 中 
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至 少 有 一 条 的 长 度 最 多 是 2。 
证 明 设 w 和 ww 是 G 中 任意 两 个 不 同 顶 点 , 则 


degl) + deg() > [2+3—2|+ ete mE)»+a—2, 


又 因为 1 之 a 达 p 一 1, 所 以 
deglu) 十 deg(o) >p— 1 

由 推论 2. 13 的 证 明 可 知 图 G 的 直径 为 2, 且 G 为 = 连通 图 如果”* 二 1， 
结论 成 立 。 假 设 z > 1。 令 zE Nalw) 站 Netu), 且 如 一 各 一 岂 。 容 易 验证 坪 
为 Ce 一 1)- 连 通 的 ,所 以 互 中 存在 a 一 1 条 内 不 交 的 wu 一 ov 路 Pl 世 i 之 nn 一 
DD). 故 Pl 三 i 过 nn 一 1) 和 wm 为 G 中 条 内 不 交 w 一 v 路, 且 www 的 长 为 
2, 结 论 成 立 . 国 

定理 2. 13 和 定理 2. 14 两 个 都 有 边 的 类 似 结果 .Menger 定理 的 边 类 似 结 
果 由 下 面 定理 给 出 ,而 且 这 个 定理 的 证 明 也 与 Menger 定理 的 证 明 方法 相 类 
似 。 

定理 2. 19 ”如 果 * 和 ~ 是 图 G 的 不 同 顶 点 ,那么 C 的 边 不 交 * 一 "路 的 最 
客 条 数 等 于 C 的 [“,z] 边 分 离 数 。 

证 明 ”实际 上 ,这 个 定理 的 结论 可 以 扩展 到 G 是 一 个 多 重 图 (图 避 是 多 
重 图 是 指 忆 中 某 对 顶点 之 间 可 以 有 两 条 或 两 条 以 上 的 边 相 关联 ) 的 情况 , 即 
如 果 xu 和 vw 是 一 站 多重 图 G 的 同一 个 分 支 中 的 顶点 , 则 定理 是 正确 的 .下 面 证 
明 扩展 以 后 的 结论 .假设 结论 不 成 立 , 即 存在 多 重 图 G 及 两 个 不 同 顶 点 zx 和 
满足 :的 [x ,wv] 边 分 离 数 为 n, 且 G 中 至 多 存在 n 一 1 条 边 不 交 的 zx 一 "路 。 选 
取 多 重 图 G 为 结论 的 最 小 反例 , 即 如 果 玉 为 结论 的 任意 一 个 反例 , 则 p《G) 天 
(HD), 或 者 p(G) 一 pLH) 且 qlG) 之 q( 昌 ). 由 G 的 取 法 及 定理 2.3 可 得 G 为 
连通 图 且 ”> 1。 

如 果 对 任 喜 <E ELG) ,e 与 或 者 。 关 联 , 则 结论 成 立 ,假设 存在 e € EC(G) 
满足 :e 不 与 wu 和 % 的 任意 一 个 关联 . 令 如 二 G 一 e, 则 五 不 是 结论 的 反例 .如 
果 互 的 [xz] 边 分 离 数 为 n, 则 五 中 存在 = 条 边 不 交 一 "路 ,与 C 的 取 法 下 
盾 , 从 而 五 的 [ez] 边 分 高 数 为 二 一 1, 即 存在 的 最 小 [wo] 边 分 离 集 S 使 
得 e € $. 由 G 一 S$ 恰好 包含 两 个 分 支 0。 和 G, 可 得 :S 的 每 一 条 边 的 两 个 端点 
分 别 属于 不 同 分 支 .假设 $ = {el1 罕 ; 袜 对 , 且 对 于 任意 11 之 i 之 nn),e 一 
za E VG su EV(G,) .向 G, 添加 一 个 新 顶点 w 和 所 有 边 wu(l 夸 i 碾 
#) 得 到 图 G'.。 同 理 ,可 和 构造 图 G',。 由 于 G'。 和 G', 的 阶 均 比 忆 的 阶 小 , 且 G'. 的 
[u,vw 1] 边 分 离 数 和 吕 , 的 [x ,w] 边 分 离 数 均 为 可 得 :G', 中 存在 条 边 不 交 
4 一 2' 路 Pi(1 之 i 之 n)1G', 中 存在 n 条 边 不 交 w 一 vz 路 QQ(1 三 i 之 nn), 由 忆 ,， 
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Ql 达 1 达 1) 和 3 中 的 所 有 边 可 构造 C 中 = 条 边 不 交 一 "路 .与 全 的 取 法 
矛盾 。 

因为 这 个 定理 对 忆 是 多 重 图 已 经 证 明 ,所 以 在 安 是 图 的 情况 也 有 效 .图 

根据 定理 2.19, 能 够 给 出 一 个 定理 2. 14 的 边 类 似 结果 。 

定理 2.20 一 个 非 平凡 图 G 是 a- 边 连通 的 当 和 有 仅 当 对 忆 的 任意 两 个 不 
同 优点 «和 vw, 至 少 存在 G 中 条 边 不 交 w 一 路 。 


练习 


1. 设 图 忆 洪 足 :x(G) 一 3, 且 存在 非 邻 接 顶 点 & 和 避 使 得 侣 的 [ev] 分 离 
数 为 4。 

(a) 在 加 中 内 不 交 一 "路 最 大 数 是 多 少 ? 

《b) 给 出 一 个 满足 上 迷 性 质 的 一 个 图 的 例子 。 

2. 诗 明 :ptp 之 # 十 1 之 3) 阶 图 是 r- 连 通 的 当 上 且 仅 当 邓 C 的 任意 于 个 不 
同 顶 点 的 集合 S 以 及 9 的 竺 意 两 个 顶点 的 子 全 了 ,存在 魏 的 一 个 圈 包 含 了 的 
顶点 而 回避 3 一 全 的 所 有 顶点 。 

3. 证 明 :plp 之 2m) 阶 图 G 是 mn- 迷 通 的 当 且 仅 当 对 任意 两 个 具有 mn 个 顶 
点 的 不 交 子 集 V 和 WV, 存在 nn 条 潍 接 V, 和 Vs 的 内 不 交点 。 

4, 设 局 是 一 个 4- 连通 图 且 v 是 避 的 一 个 顶点 。 对 任意 正 上 整数 背 ,定义 Gs 是 
由 忆 中 浪 加 此 个 新 顶点 wsuss… sts 和 所 有 形 如 wtl 之 i 之 Rw EE Noel(v)) 
的 边 后 得 到 的 图 ,证 明 :Gs 是 a- 连通 的 。 

5, 证 明 :如 果 @ 是 m- 连通 图 ,县 S, 和 3: 是 @ 的 两 个 非 空 不 交 的 顶点 子 
集 , 那 么 他 中 存在 迷 接 S1 和 Ss 的 亚 条 内 不 交 路 P,P,…,P, 使 得 : 1S, 门 
Y(pD)1 = SN VPN| =10<i<n), 

6. 证 明定 理 2.7。 

7. 证 明定 理 2. 20。 

8. 证 明 或 者 否定 :如 果 安 是 一 个 m- 边 术 通 图 且 如 ,v4,"…sv。 是 忆 的 十 1 
个 不 同 顶 点 ,那么 对 i 二 1,2,*…sn, 存 在 v 一 路 P; 且 每 个 P; 答 好 包 省 {v1s0;， 
rz 中 一 个 顶点 , 即 vis 且 当 i 关 j 了 时 ,Pi 和 也 ;是 这 不 交 的 。 

9- 证 明 或 者 否定 ;如 果 全 省 一 个 m- 边 加 通 图 ,S, 和 3: 是 上 的 非 空 不 交 的 
顶点 子 集 ,那么 避 中 存在 条 连接 5, 和 Sa 的 边 不 交 路 已 (1 达 1 莹 mn) 使 得 : 

IS mnYCPD1 = IS NV = 1 <i<n). 


在 连通 图 中 , 树 是 最 简单 也 是 最 重要 的 一 种 图 类 。 由 于 树 是 连通 图 中 边 
数 最 少 的 图 ,而 且 每 个 连通 图 都 包含 “生成 " 树 , 所 以 树 在 连通 图 性 质 的 研究 
方面 占有 很 重要 的 位 置 , 树 有 着 广泛 的 应 用 ,特别 是 在 计算 机 科学 和 最 优 网 络 
等 领域 .从 而 有 必要 研究 树 的 性 质 。 


3.1 ， 树 的 基本 性 质 


在 第 一 章 中 已 经 给 出 了 树 的 概念 , 即 一 个 无 团 连 通 图 称 为 树 . 另 外 ,存在 
若干 个 性 质 都 能 作为 树 的 定义 .首先 ,我 们 注意 到 树 的 每 条 边 都 是 桥 , 即 上 的 
每 个 块 是 无 图 的 .反之 ,如 果 连 通 图 G 的 每 条 边 都 是 桥 , 则 G6 是 树 。 

阶 为 1,2 或 者 3 的 树 只 有 一 个 ! 而 有 2 个 阶 为 4 的 树 !3 个 阶 是 5 的 树 和 6 
个 阶 是 6 的 树 , 图 3. 1 给 出 了 全 部 阶 是 6 的 树 .如 果 “ 和 ”是 树 G 的 任意 两 个 
不 邻接 顶点 ,那么 忆 十 uv 恰好 包含 一 个 轿 C, 上 反之, 如。 是 6G 十 uw 中 国 C 上 的 
任何 一 条 边 , 则 图 CC 十 uv 一 e 义 是 树 。 

对 于 非 平凡 树 G,G 的 任意 一 个 做 点 v 所属 的 块 数 等 于 deg(v). 因 此 避 的 
任意 一 个 不 是 悬挂 点 的 顶点 至 少 属于 2 个 块 且 一 定 是 审 点 。 由 定理 2.2 可 得 
如 下 定理 。 

定理 3.1 ”任意 一 个 非 平 凡 树 至 少 有 2 个 悬挂 点 ， 

可 以 有 许多 种 方式 来 刻画 树 , 但 有 三 个 特别 有 用 处 。 

定理 3.2 一 个 (p,9) 图 忆 是 树 , 当 且 仅 当 G 无 轿 自 p= 二 9 十 1。 

证 明 ”如 果 G 是 树 , 根 据 定义 6G 无 圈 。 为 了 证 明 等 式 g 一 户 一 1, 对 请 进 
行 归纳 。 当 户 = 1 时 ;这 个 结果 (和 图 ) 是 平凡 的 .假设 对 阶 为 ptp 之 1) 的 全 部 
{p,9) 树 等 式 p 二 9g 十 1 成 立 . 设 Ci 是 一 个 阶 为 户 十 1 的 树 ,是 忆 的 一 个 悬 
桂 点 。 图 G; = G 一 v 是 一 个 户 阶 树 , 从 而 二 94Gz) 十 1 因为 G 比 人 多 了 
一 个 顶点 和 一 条 边 , 所 以 请 = pfGD 十 1 一 (0G 十 1) 十 1 一 2 十 1。 

反之 , 设 局 是 一 个 无 团 的 (p,9) 图 , 且 满 足 p 二 9 十 1. 为 了 证 明 心 是 树 ， 
只 要 证 明 G 是 迷 通 的 , 设 局 的 所 有 分 支 为 :G1,Ges*…*,Git& 之 1), 且 Gi 是 一 个 
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图 3.1 6 阶 树 
(p19 图 (1 三 i 之 和 )。 因 为 每 一 个 分 支 G; 是 连通 无 圈 图 ,所 以 G; 是 树 , 即 p, 一 
4 十 1。 故 
bp-1=9= 2 = Dp —l) op—k, 

从 而 二 1,G 是 连通 的 .图 

我 们 又 把 无 图 图 称 为 森林 .显然 森林 的 每 一 个 分 支 是 树 . 同 定理 3.2 的 证 
明 可 以 得 到 下 面 结 果 。 

推论 3.2 卢 阶 森 林 G 议 足 9(G) = p 一 &(G)。 

下 面 给 出 树 的 另外 一 个 特征 。 

定理 3.3 一 个 (p,9) 图 G 是 树 当 且 仅 当 G 是 连通 的 且 p 二 9g 十 1。 

证 明 设 G 是 一 个 (p,9) 树 , 由 定义 可 知 G 是 连通 的 ,由 定理 3.2 可 知 p 
一 4 十 1。 

反之 ,假设 为 连通 的 (p,q) 图 且 p 二 9 十 1。 只 要 证 明 G 是 无 圈 的 即 可 。 
如 果 G 有 一 个 图 C 且 < 是 C 上 的 一 条 边 ,那么 G 一 e 是 一 个 户 阶 连通 图 且 有 
户 一 2 条 边 .由 第 1.2 节 练 习 4(b) 可 得 这 是 不 可 能 的 ,因此 GG 是 无 图 的 , 即 G 
是 树 , 国 

由 上 述 几 个 定理 可 得 ; (1) 连通 (2) 无 图 和 (3)p(G) = gCG) 十 1 三 个 性 
质 中 任何 两 个 都 刻画 了 树 的 特性 ,值得 提 到 的 还 有 树 的 另外 几 个 有 趣 特 点 。 

定理 3.4 图 GG 是 树 当 且 仅 当 GG 的 任意 两 个 不 同 顶 点 之 间 存在 唯一 的 一 
条 路 。 

证 明 ”如果 G 是 树 ,那么 显然 任何 两 个 顶点 w 和 >” 之 间 至 少 存在 一 条 
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wu 一路。 如 果 u 和 ww 之 间 存 在 两 条 不 同 的 u 一 ec 路 ,那么 G 中 存在 图 .与 忆 无 图 
政 盾 , 故 G 中 任意 两 个 不 同 的 顶点 之 间 存在 唯一 的 一 条 路 。 

反之 ,假设 的 任意 两 个 不 同 顶 点 之 间 存 在 唯一 的 一 条 路 .由 此 可 得 已 是 
连通 的 ,如 果 G 有 一 个 图 包含 顶点 4 和 vw, 那 么 x 和 之 间 至 少 存在 两 条 不 同 的 
路 .与 假设 着 盾 ,因此 女 是 无 图 的 ,所 以 G 是 树 . 田 

图 避 的 生成 笃 是 忆 的 生成 子 图 且 是 树 , 每 个 连通 图 忆 包 含 一 个 生成 树 . 如 
果 @ 本 身 是 树 , 这 是 显然 的 .如 心 不 是 树 , 则 加 的 一 个 生成 树 可 通过 逐次 删 去 
图 边 ,直到 最 后 只 剩 下 桥 而 得 到 。 如 果 字 有 9 条 边 , 则 必须 出 去 9 一 十 1 条 边 
才能 得 到 心 的 一 个 生成 树 . 不 过 能 作出 比 这 个 更 强 的 结论 .连通 图 安 的 生成 树 
五 称 为 与 顶点 " 距离 保持 的 ,如 果 对 任意 一 个 顶点 u E VCG) ,dr(oa] 一 
delvsu), 

定理 3.5 ”对 连通 图 G 的 任意 一 个 顶点 存在 一 个 与 v 距离 保持 的 生成 
树 。 

证 明 ”对 于 任意 一 个 非 负 整数 ， 设 
Ailw) = {u E VG dw) = 7)。 
因为 忆 是 连通 的 ,对 任意 w 关 vw 存 在 自然 数 i 隆 0 使 得 u EE A,tv) .又 因为 顶点 
#4 与 4-1《vw) 中 至 少 一 个 顶点 令 接 ,有 可 能 与 41《v) 和 41+.Cv) 中 顶点 邻接 ,而 
与 其 它 的 顶点 子 集 4,(w) Cj 关 i 一 1411,i 十 1) 之 间 无 边 相 连 , 即 Netx) 忆 
A U AO) U horiCo) 1 且 Netw) 人 nA i100) 郑 扫 , 除 留 下 一 条 边 外 删 去 
所 有 剩 下 的 x 与 4-,《v) 之 间 的 边 ,同时 删 去 所 有 w 与 4.(v) 之 间 的 边 ,对 于 所 
有 w 头 w 重 复 这 个 过 程 ,用 冉 表示 所 产生 的 图 。 

从 五 构成 的 方法 可 知 , 矿 是 连通 的 .因为 对 每 个 天 "在 如 中 存在 一 条 
uw 一 路 ,显然 HH 是 与 u 距 离 保 持 的 .为 了 证 明石 是 树 ,只 要 证 明 责 是 无 图 的 。 
假设 总 包含 一 个 圈 C, 刀 是 C 上 与 "距离 最 大 的 顶点 ,zw 和 在 C 上 是 与 也 
邻接 的 顶点 ,是 w E 4u(o)。 由 已 的 构造 方法 及 巴 的 取 法 可 得 对 ; 一 1 或 2, 岂 
E hitu) 或 4-i(o)。 如 果 存 在 ww E Aia), 则 与 王 的 构造 方法 蔬 由 .由 此 可 得 
ws E 4 -io 与 在 刀 中 ,与 4 -Ce) 之 间 公 有 一 条 边 产生 矛盾 .因此 三 
是 无 团 的 ,从 而 是 树 .图 

图 3. 2 表示 一 个 连通 图 @ 和 妆 的 一 个 与 顶点 " 距离 保持 的 生成 树 。 

一 般 说 来 ,由 于 树 的 结构 简单 , 旦 任意 一 个 连通 图 包含 一 些 树 作为 子 图 ， 
从 而 当 试图 证 明 关于 图 的 某 些 结果 时 ,首先 从 树 进 行 研究 是 一 个 非常 有 效 的 
途径 .当然 ,任意 一 个 阶 不 超过 户 的 树 都 是 大 ,的 子 图 .下 面 给 出 一 个 一 般 的 结 
果 。 

定理 3.6 设 T 是 阶 为 m 的 任意 树 . 如 果 避 是 一 个 (CG) 之 m 一 1 的 图 ， 
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图 3.2 一 个 连通 图 Glv E V(G)) 和 一 个 与 v 距离 保持 的 生成 树 号 

那么 了 是 G 的 一 个 子 图 。 

证 明 ”对 mr 进行 归纳 证 明 。 当 m1, 结果 是 了 明明 的 ,因为 , 蚌 任 何 图 的 
子 图 . 当 m 二 2,K; 是 任意 一 个 非 空 图 的 子 图 。 

假设 对 任意 一 个 阶 为 tm 一 1tm 之 3) 的 树 T' 以 及 任意 一 个 满足 CH) 之 
从 一 2 的 图 吾 ,7' 是 召 的 子 图 . 设 了 是 阶 为 亚 的 树 ,G 是 任 喜 一 个 满足 5(C) 
宇 m 一 1 的 图 .下 面 证 明 T CCG。 

设 " 是 了 的 一 个 野 挂 点 , 且 xzo € E(T), 则 图 T 一 v 是 阶 为 m 一 1 的 树 。 
由 图 G 满足 6G) 之 mm 一 1 之 mm 一 2 以 及 归纳 假设 ,T 一 "是 图 C 的 子 图 . 设 
ut 表示 GG 中 对 应 于 的 顶点 .因为 degelw') 之 m 一 1 且 T 了 一 v 的 阶 为 m 一 1 
所 以 存在 顶点 w E Nelwu') 满足 也 不 与 了 一 ”的 任意 一 个 顶点 对 应 . 令 双 与 
对 应 可 得 了 局. 国 


练习 


1. 画 出 全 部 非 同 构 的 6 阶 森 林 。 
2. 证 明 : 任 意 一 个 非 平凡 树 人 了 的 悬挂 点 数 为 : 
2+ > (degr(v) 一 2)。 
ah， 


3. 设 " 是 完全 二 部 图 淡 xk 的 度 为 2 的 顶点。 证明: 天 :4 包含 两 个 不 同 构 且 
与 z 距离 保持 的 生成 树 。 

4. 证 明 : 任 壳 一 个 阶 至 少 为 3 的 树 包含 一 个 割 点 二 满足 至 多 除 一 个 例外 ， 
与 串 邹 接 的 所 有 顶点 是 巧 挂 点 。 

5. 一 个 树 被 称 为 单 中 心 和 双 中 心 取 决 于 它 的 中 心 是 由 一 个 顶点 组 成 还 
是 两 个 旬 接 顶点 组 成 。 
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《a) 证明 :每 个 树 是 单 中 心 或 双 中 心 的 。 

(人 b) 设 全 是 一 个 具有 直径 为 辽 且 半 色 为 > 的 树 *。 证 明 :7 是 单 中 心 还 是 双 
中 心 的 取决 于 d 一 27 还 是 4 二 2r 一 1。 

6- (a) 证 明 ; 非 平凡 树 的 最 长 路 的 起 点 和 终点 均 为 曼 挂 点 。 

《b) 利用 (a) 证 明 每 个 非 平凡 树 至 少 有 两 个 是 挂 点 。 

(c) 证 明 ; 怡 好 有 两 个 悬挂 点 的 树 是 一 条 路 。 


3.2 Cayley 公式 


虽 然 没 有 一 个 方便 的 公式 来 计算 阶 非 同 构 桂 的 个 数 ,但 对 p 阶 非 恒 等 
树 的 个 数 存 在 一 个 计算 公式 。 这 个 结果 首先 由 Cayley 证 明 , 现 在 这 个 结果 被 
很 多 数学 家 用 各 种 数学 方法 证 实 。 这 里 给 出 的 证 明 是 由 Clarke 得 到 的 。 

下 面 介 绍 的 是 对 于 一 个 图 的 非 恒 等 生 成 树 的 数目 的 递 推 公式 .在 移出 这 
个 公式 之 前 ,我 们 先 介 绍 关于 边 的 收缩 运算 .如果 e 一 uv 为 如 的 一 条 边 , 则 从 
G 中 前 去 边 e, 并 使 两 个 顶点 x 和 w 重合 ,这 样 得 到 的 图 称 为 边 e 的 收缩 图 , 记 
为 G.e。 值 得 指出 的 是 这 样 得 到 的 两 个 不 同 项 点 之 间 可 以 有 两 条 或 两 条 以 上 
的 边 连接 ,这 种 图 前 面 已 经 指出 称 为 多 重 图 .此 外 一 条 边 也 可 以 和 同一 个 顶点 
关联 ,而 这 种 边 就 称 为 环 。 我 们 称 这 样 的 图 为 的 图 .图 3.3 表明 了 收缩 一 条 边 
的 效果 。 


图 3.3 边 收缩 图 
显然 若是 C 的 边 ( 不 是 环 ) , 则 
plG = p01, 
gG'e) =g(0 — 18 EG.e) = Ah) 
所 以 若 了 是 树 , 则 Te 也 是 树 .我 们 果 r(C) 记 G 的 非 恒 等 生 成 树 的 数目 ， 
为 了 叙述 方便 ,也 称 为 生成 树 的 数目 。 
定理 3.7 若 e 是 图 G( 或 的 图 ) 的 一 条 边 , 则 
r(G) = rtG 一 ce + rtG ey, 
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证 明 图 G( 或 伪 图 ) 的 任意 一 个 不 包 会 e 的 生成 树 也 是 G 一 e 的 生成 树 ， 
上 反之 ,rlG 一 。) 就 是 G 的 所 有 不 包含 e 的 生成 树 的 数目 。 

， 对 于 G 的 任意 一 个 包含 的 生成 树 了 ,存在 Ce 的 一 个 生成 树 了 。.* 与 之 
对 应 这 个 对 应 显然 是 一 个 一 一 对 应 ( 见 图 3. 4) ,所 以 r(CG 。e) 恰好 是 G 中 所 
有 包含 e 的 生成 树 的 个 数 。 由 此 可 知 : 

T(C) 一 r(C 一 e) 十 rCG ece)。 国 


二 六 二 


图 3.4 
根据 定理 3. 7, 图 3.5 给 出 了 r(C) 的 递 推 计算 方法 ,其 中 图 的 生成 树 的 个 
数 由 这 个 图 本 身 象征 性 地 表示 着 。 


“DAN NY 
L121 1) "(09 
1/ 0) :Tl 408 


=8 


图 3.5 rz(G) 的 递 推 计算 
定理 3. 3 虽然 握 出 了 一 个 计算 图 的 生成 树 个 数 的 方法 ,但 这 个 方法 对 于 
大 的 图 并 不 适用 .在 C 是 完全 图 这 一 特殊 情况 下 ,Cayley 《1889) 发 现 了 r(C) 
的 一 个 简单 公式 ,本 书 的 证 明 是 1918 年 由 Prufer 提出 的 。 
定理 3.8 对 于 任意 自然 数 p,rlK,) 一 p*!。 
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证 明 设 K, 的 顶点 集 是 V 一 {1,2,…,p} .注意 ,由 VV 的 元 素 可 能 组 成 的 
长 为 p 一 2 的 可 重复 排列 的 个 数 是 加 ,为 了 证 明 本 定理 ,只 须 在 天 。 的 生成 
树 的 集 和 这 种 可 重复 排列 的 集 之 间 建 立 一 一 对 应 就 行 了 。 

对 于 ,的 每 一 个 生成 树 卫 ,使 它 与 唯一 的 一 个 可 重复 排列 ;41 ts，… ,2 
相对 应 ,把 V 看 作 有 序 集 , 取 s, 是 芽 中 编号 最 小 的 1 度 顶 点 , 记 与 s, 相 邻 的 顶 
点 为 和 记 T 一 工 一 54 取 := 为 了 中 编号 最 小 的 1 度 顶 点 , 记 与 3 相 邻 的 顶 
点 为 #4, 记 Ti 一 了 一 ss。 重复 这 个 过 程 ,直到 1,-; 被 确定 , 留 下 来 的 了 ,-, 恰好 
是 有 两 个 顶点 的 衬 , 例 如 ,图 3. 6 中 的 树 产 生 序列 4,3,5,3,4,5。 可 见习 , 的 不 
同 生成 树 确 定 不 同 的 可 重复 排列 。 

地 过 程 同 样 易 懂 .首先 注意 了 的 任意 一 个 顶点， 在 可 重复 排列 4， 
-中 出 现 了 degr(v) 一 1 次 .于 是 了 中 1 度 顶点 恰好 是 在 该 可 重复 排列 中 未 
出 现 的 那些 顶点 ,为 了 从 可 重复 排列 44.22,… st,-s 中 重新 构造 出 了 ,可 榨 下 述 
方法 进行 : 取 s 为 {#11 达 i 过 p 一 2} 的 最 小 编号 顶点 ,连接 :和 4 1 其 次 取 
st 为 VAC{s}U {612 夺 7 声 p 一 21 的 最 小 编号 顶点 ,并 连接 ss 和 二 ,如 此 继续 
下 去 ,直至 确定 也 一 2 条 边 si44,sstas* ,s,st-2, 现 在 沃 加 一 条 连接 六 \{s,， 
5 045-4} 的 两 个 顶点 的 边 , 即 可 得 了 .容易 验证 不 同 的 序列 产生 大, 的 不 同 
生成 树 。 这 样 就 建立 了 所 要 的 一 一 对 应 里 


1 
4 
E> ,3,48) 


图 3.6 
注意 :名 “不 是 ,的 非 同 构 生 成 树 的 个 数 ,而 是 天 ,的 非 恒 等 生 成 树 的 个 
数 .&。 只 有 6 个 非 同 构 的 生成 树 ( 见 图 3.1) ,而 天 的 不 同 生成 树 愉 有 6 一 
1296 个 。 


练习 


1 利用 定理 3.7 的 递 推 公式 ,计算 兵 , 的 生成 树 个 数 。 
2. 画 出 天 ,的 所 有 16 个 非 民 等 生成 树 。 
3. 证 明 : 若 = 是 以, 的 边 , 则 z( 兵 , 一) = (p 一 2)p*-， 
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3.3 ”过 线 问 题 


设 给 定 户 个 城市 ziz，…azo+ 且 两 个 城市 w 和 雪 之 间 直 接 修 通 一 条 铁路 
需要 的 费用 为 zj。 试 设计 一 个 总 造价 最 低 的 铁路 网 把 这 些 城市 连 起 来 .这 个 
问题 反 喘 在 图 论 上 ,就 是 在 赋 权 图 C 中 , 找 出 具有 最 小 权 的 连通 子 图 最 
小 权 生 成 树 , 即 所 谓 最 优 树 .图 论 中 的 连 线 问 题 就 是 指 在 一 个 连通 赋 权 图 心中 
寻求 最 优 树 , 图 3.7 的 赋 权 图 中 用 和 粕 线 指 出 的 生成 树 是 一 个 最 优 树 。 

设 G 为 任意 一 个 连通 左权 图 , 且 任意 一 条 边 < 的 权 为 zw(e)。 下 面 给 出 在 非 
平凡 赋 权 图 中 寻找 最 优 树 的 一 个 好 算法 ,从 而 解决 了 连 线 问 题 。 


图 3.7 财权 图 中 的 最 优 树 

算法 34 Kruskal 算法 

第 一 步 ” 令 i=0,§= ZG, 且 E= ECG)。 

第 二 步 ”选择 边 6 为 E 中 权 最 小 的 边 ,用 {ei} 代替 五， 

第 三 步 ”如果 (S U {2)) 为 无 轿 图 , 则 用 SU fe,} 代替 S, 且 用 i 十 1 代 
蔡 ?。 

第 四 步 如果; < p《G) 一 1, 刚 转向 第 二 步 ,否则 算法 结束 ， 

作为 一 个 例子 ,考察 世界 上 六 个 最 大 城市 ,伦敦 4L., 墅 西 哥 城 (MC) ,组 
约 (NY) ,巴黎 (Pa) ,北京 (Pe) 和 东京 (T) 之 间 的 航线 距离 (以 百 英里 作 单位 ) 
表 ， 


L MC NY Pa Pe T 
L 一 5558 3469 214 5074 5959 
MC 5558 一 2090 5725 7753 7035 
NY 3469 2090 一 3636 6844 6757 
Pa 214 5725 3636 一 5120 6053 
Pe 5074 ?7753 6844 5120 一 1307 
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此 表 确 定 了 一 个 顶点 为 L,Me,NY,Pa,Pe 和 TT 的 赋 权 完全 图 , 它 的 最 优 树 的 
构 作 过 程 在 图 3.8 中 表示 (其 中 ,距离 以 百 英里 计 ) 。 


图 3.8 最 优生 成 树 生成 过 程 
Kruskal 算法 显然 产生 了 一 个 生成 树 .下 面 定理 确保 这 样 的 树 总 是 最 优 


的 。 

定理 3.9 设 G 为 一 个 连通 峰 权 图 , 则 由 Kruskal 算 法 构 阁 的 任意 一 个 生 
成 树 T(E(T)) = {ei|1 夺 1 之 pp 一 1)) 都 是 最 优 树 。 

证 明 ”用 反 证 法 .假设 了 不 是 一 个 最 小 生成 树 ,并且 了 的 权 由 下 式 给 出 ; 


st 
wT) = > wke)。 
加 


在 G 的 最 小 生成 树 中 ,选取 五 是 一 个 与 了 有 最 多 公共 边 的 最 小 生成 树 . 因 为 
于 不 等 于 本 ,所 以 荆 中 至 少 存在 一 条 边 不 属于 i. 设 为 ECT)NECH) 中 权 最 
小 的 边 , 且 C 为 再 十 e 的 唯一 的 一 个 图 .因为 了 是 无 圈 的 ,所 以 至 少 存在 一 条 
边 e GE ECIMECT)。 设 了 一 召 十 “一 6 则 了 为 G 的 生成 树 , 且 

2 人 了] 一 wlH) + whe) 一 古人 ea)。 
因为 w(F) 所 mu(To ,从 而 wlei) 之 wleo)。 然 而 由 算法 可 知 是 一 条 使 得 
(fever-uoety) 无 图 的 最 小 权 的 边 .因为 ({e1res,**ve;-1,eo}) 是 无 图 的 ,所 
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区 zk(eD) 所 (ao) 即 z(e) 一 zfeo) ,从 而 ww(To) = wlH) .这 就 是 说 T 也 是 
避 的 最 小 生成 树 ,但 是 | ETo) 由 ECT)| > JECH) 站 匹 (7)1 ,与 五 的 取 丢 巴 
盾 . 国 

Kruskal 算法 的 框图 如 图 3. 9 所 示 .。 首 先 把 边 按照 边 权 递增 顺序 排列 ( 杠 
1) ,这 约 需 glogq 次 计算 ( 见 Knuth ,1973). 框 2 仅仅 是 检查 已 选 了 多 少 条 边 (S 
是 已 选 定 的 边 的 集 , 而 /是 3 的 基数 ). 当 ;一 户 一 1 时 ,9 = {elve es- 就 
是 C 刀 的 最 优 树 了 的 边 集 . 在 红 3 中 进行 判断 :为 了 检查 (3 U {a,}) 是 否 无 圈 ， 
就 必须 查 明 a; 的 端点 是 否 在 森林 (5S) 的 不 同 分 支 中 .这 可 用 下 面 的 方法 来 实 
现在 任意 一 步 中 ,这 样 来 给 顶点 标号 .两 个 顶点 属于 43) 的 同一 分 支 当 且 仅 
当 它 们 有 相同 的 标号 ,最初 硕 点 vw 赋 以 标号 i(1 夺 1 之 p)。 按 照 这 个 标号 方案 ， 
他 UU fail) 是 无 图 的 当 旦 仅 当 的 端点 有 不 同 的 标号, 若 wm 的 端点 标号 不 同 ， 
就 取 a; 作 为 a11; 否 则 就 抛弃 aj, 再 检验 6 的 下 一 个 候选 者 ur 一 旦 e+ 加 
进 5, 在 各 含有 ei 一 个 问 点 的 145) 的 两 个 分 支 中 ,用 两 个 标号 中 较 小 者 ,对 两 
个 分 支 中 所 有 顶点 重新 标号 ,对 于 任意 一 条 边 , 一 次 比较 就 足以 判定 它 的 端点 
是 否 有 相同 的 标号 ,全 过 程 要 9 次 计算 . 边 w+: 放 人 3 之 后 ,顶点 重新 标号 最 多 
要 次 比较 ,因此 对 所 有 一 工 条 边 “ee- 最 多 需 pLp 一 1) 次 计算 。 
所 以 Kruskal 算法 是 一 个 好 算法 。 


把 边 技 权 的 递增 硕 序 排列 


el ca ea 


Sufetd 一 S 

计 

jl 一 j NO 
“> 


图 3.9 Kruskal 算法 
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练习 


1. 应 用 Kruskal 算法 证 明 ; 图 3.5 中 给 出 的 图 是 最 优 的 。 

2. Kruskal 算法 能 否 用 来 求 : 

(a) 赋 权 连通 图 中 的 有 最 大 权 的 树 ? 

《b) 财权 图 中 的 有 最 小 权 的 最 大 森林 .如果 可 以 ,怎样 实现 ? 

3. 证 明 ; 在 赋 权 完全 图 中 ,下 述 Kruskal 型 算法 并 不 一 定 产生 有 最 小 权 的 
生成 路 : 

£1) 进 这 e1, 使 得 wtei) 尽 可 能 小 。 

(2) 著 边 ei yes,…*sei 已 选 定 , 则 用 下 述 方法 从 E\tferves，…… ei} 中选 一 条 边 
ett 满足 : 

(af{elvesyese+0)》 是 不 相交 路 的 并 图 。 

(bywtlesr1) 是 满足 Ca) 的 尽 可 能 小 的 权 。 

《3) 当 第 二 步 不 能 继续 执行 对 则 停止 。 


3.4 ”图 的 无 轿子 图 分 解 


图 论 中 最 重要 的 课题 是 研究 图 具有 某 种 规定 性 质 的 子 图 分 解 ,通常 这 种 
间 题 可 以 分 为 两 类 :一 类 是 考虑 顶点 集 的 分 解 ;而 男 一 类 是 考虑 边 集 的 分 解 。 
我 们 现在 村 考 虚 的 就 是 具有 无 图 性 质 的 子 图 分 解 。 

对 于 任何 图 G 总 可 能 把 VCG) 分 成 不 交 子 集 V,(1 三 i 三 n) 的 并 ,使 每 一 
个 导出 子 图 (V;) 是 无 图 的 , 即 为 琳 林 .如 果 选 择 每 一 个 Vi 满足 IVi| 二 2, 就 可 
以 达到 无 轿子 图 分 解 的 目的 .不 过 子 图 分 辉 问 题 的 重点 是 研究 在 Y(C) 的 所 
有 满足 给 定性 质 的 分 法 之 中 最 少 需要 将 V(G) 分 为 几 个 子 集 以 及 如 何 分 解 。 

上 面 的 氨 述 量 示 了 一 个 新 概念 一 一 图 的 点 荫 密 . 设 6 为 任意 一 个 图 .如 
果 V(G) 的 一 个 子 集 让 多 = (YYV:，…Y.) 满足 :CDVCG) 二 Ui?Vi4(2) 对 
于 任意 1 之 i <j 达 nV 人 NV;== 妆 1(3) 对 于 任意 1 所 1 碟 m,(Y) 是 无 图 的 ， 
则 称 多 为 G 的 一 个 点 萌 度 划 分 , 且 CG 的 所 有 点 戎 虎 划分 中 子 集 个 数 = 的 最 小 
信 称 为 G 的 点 昔 度 , 记 为 a(G)。 显 然 对 于 任意 一 个 图 Ca(G) = 1 当 且 仅 当 C 
是 无 图 的 ,只 有 很 少 几 类 转 的 点 萌 度 是 容易 确定 的 ,如 a(C,) 一 24 当 请 是 偶数 


时 ; 则 a(K)) = 台 , 当 思 是 奇数 时 , 则 a(K,) 一 二 二 | 类似 地 ,如 果 严 一 1 或 


4 一 1, 则 a(K..o) 一 1, 否则 akK..m) 一 3. 关于 一 个 图 的 点 萌 度 一 般 并 没有 公 
式 ,自然 对 于 这 个 数 某 些 界 是 存在 的 .首先 ,对 于 任何 阶 图 G 有 
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aGy < [|]. (3.1) 


《3.1) 式 这 个 界 根本 设 有 多 大 的 意义 ,为 了 提出 一 个 好 的 界 , 我 们 还 需 引 
进 一 个 新 的 概念 。 

图 G 称 为 关于 点 荫 度 是 临界 的 或 者 点 荫 度 临界 的 ,如 果 对 全 的 任意 一 个 
顶点 uv 有 a(G 一 v) < 之 alG)。 这 是 我 们 磁 到 的 当 一 个 图 被 定义 为 关于 某 个 参数 
是 临界 时 的 第 二 种 情况 ,为 了 避免 景 蒙 的 用 语 ,在 上 下 文 对 这 个 参数 都 明了 的 
情况 下 ,我 们 将 简单 地 使 用 术语 “临界 "。 尤 其 是 ,在 这 一 节 图 局 关 于 点 菌 度 是 
临界 的 ,我 们 就 称 为 临界 图 如果 a(G) 二 ,我 们 就 进一步 称 为 a- 临界 图 . 容 
易 验 证 完全 图 上 ,1 是 nm- 临界 图 ,而 每 一 个 圈 是 2- 临 界 的 .确定 临界 图 并 不 困 
难 , 的 确 ,对 于 任意 一 个 满足 a4G) = 之 2 的 图 ,将 导出 一 个 a- 临界 子 图 。 事 
实 上 ,G 的 任何 导出 子 图 G 如 有 akG5') 一 x 和 最 小 阶 , 则 G' 是 w- 临界 的 。 

在 提出 关于 atG) 上 界 以 前 ,我 们 给 出 另外 一 个 结果 。 

定理 3. 10 ”如 和 果 忆 是 一 个 -临界 图 (rn 之 2), 即 忆 是 满足 atG) = 二 之 2 
的 点 戎 度 临界 图 , 则 4(C) 之 22 一 1)。 

证 明 设 避 是 一 个 4- 临 界 图 (4 之 2),G 包 含 一 个 度 小 于 等 于 2n 一 4 的 
顶点 w。 因 为 恕 是 =- 临界 的 ,所 以 有 akG 一 v) = 一 1, 并 且 存 在 一 个 G 一 v 
的 一 个 点 栈 度 分 划 {Vi ,Vs,…,V。,}。 由 于 deg(v) 三 24 一 3, 所 以 在 这 些 子 集 
中 至 少 有 一 个 ,比方 说 V; 至 多 包 会 一 个 在 G 中 与 v 邻接 的 顶点 , 子 图 (V; U 
人 2}) 必然 无 轩 , 所 以 {VV U fewY. -小 是 如 的 一 个 点 昔 度 划分 且 
基数 为 4 一 1, 与 a(G) = = 的 事实 矛盾 , 国 

现在 我 们 能 够 提出 期 望 的 上 界 ,注意 记 法 左 < 忆 代表 五 是 的 一 个 导出 
子 图 。 

定理 3.11 对 任何 图 G， 

a <1+| 


证 明 ”这 个 结果 对 无 图 图 是 显然 的 。 设 局 是 满足 点 晴 度 a(G) 一 = 之 2 的 

图 ,如 是 G 的 一 个 a- 临界 子 图 .由 于 二 本 身 是 C 的 一 个 导出 子 图 ,所 以 
EH) < maxfa(GD)1G' <G}, (3.2) 
由 定理 3. 10 可 得 (可) 之 2n 一 2, 所 以 由 C3.2) 可 知 ， 
max{$(G) |G < GI >24— 2 = 24(0) — 2. 

这 个 不 等 式 就 得 出 了 我 们 所 要 的 结果 ,图 

设 A(G) 表示 图 C 中 顶点 度 的 最 大 值 , 称 为 C 的 最 大 度 . 对 C 人 < 局 ,因为 
5(G ) 三 4A(G), 所 以 我 们 可 得 下 面 结 论 。 


max{8CH)IH < | 
| 
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推论 3. 12 ”对 任何 图 G， 
a(G) Zl+ [4 |. 


我 们 现在 回 到 第 二 种 子 图 分 解 问题 ,如果 存 在 图 C 的 边 集 五 (G) 的 一 个 
划分 {到 上 三 1 莹 n} 满足 ;(1ECG) = UU1 西区 2) 对 于 任意 1 和 ?之 jj 之 i 蕊 
作 玉 ;= 弛 和 (C3) 对 任意 1 三 i 达 n,《 琴 ) 是 无 图 的 , 则 称 {E|1 达 i 之 mn}) 为 G 
的 边 靖 度 划 分 , 且 所 有 边 葛 度 划 分 中 基数 的 最 小 值 称 为 G 的 边 茸 度 或 简称 
为 藤 度 , 记 为 a'(G) .与 点 茸 度 类 似 可 得 一 个 非 空 图 满足 a'(G) 一 1 当 且 促 当 
该 图 是 森林 ,不 过 与 点 荫 度 不 同 的 是 对 于 任何 图 避 , 存 在 一 个 计算 a'(G) 的 公 
式 。 

定理 3.12CNash 一 Williams) 对 任何 非 空 图 G， 

eG ~ me sn <0 
作为 定理 3. 12 的 推论 ,我们 有 
a (Kj = [Slack = 


| 

有 趣 的 是 当 是 偶数 时 , 开 ， 能够 被 表 示 为 好 个 生成 酝 的 边 和 1 且 当 p 是 
奇数 时 ,上 ,能够 被 表示 为 嫌 二 1 个 于 图 的 边 和 ,其 中 忆 于 个 子 图 与 P,-， 同 
构 , 而 男 一 个 与 站, 同 构 。 
练习 


1. 根据 定理 3. 11 和 推论 3.11 给 出 a( 必 1 的 上 界 ? 
2. 设 避 是 关于 点 戎 度 的 n- 临界 图 (4 之 3)。, 证 明 ! 对 于 避 的 任何 一 个 顶点 
v, 图 G 一 不 是 关于 点 随 度 Cn 一 1)- 临界 的 。 

3. 给 出 一 个 图 的 例子 , 它 有 一 个 非 空 时 出 子 图 瑟 , 且 

gO (HY 

[并 2 |< [2 二 |: 

从 而 证 明 , 一 般 地 有 

“(0 #1] 


plG) 
确定 关于 这 种 图 的 a'《G)。 
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在 这 一 章 里 ,讨论 图 论 中 一 些 在 历史 上 很 负 盛 名 的 迹 、 回 路 和 图 .对 于 这 
些 迹 、 回 路 和 国 的 研究 , 一 直 是 图 论 研 究 的 主要 课题 ,它们 极 大 地 促进 了 图 论 
理论 的 发 展 。 


4.1 Euler 图 


很 难说 “图 " 这 个 术语 起 源 于 何 时 、 何 地 ,但 通常 认为 ,图 和 图 论 的 概念 在 
18 世纪 初期 的 瑞士 就 可 能 已 经 提出 .但 无 论 如 何 , 人 们 认为 著名 的 瑞士 数学 
家 Leanhard Euler 在 考虑 K 6nigsberg 七 桥 问 题 时 ,就 使 用 了 “图 ”的 术语 ,从 
而 Evler 被 公认 为 图 论 的 创始 人 。 

图 4.1 表 示 了 18 世 纪 K6nigsberg 城 的 地 理 图 ,Pregel 河 穿 过 Konigsberg 
城 ,把 陆地 分 成 4 块 .河上 架 起 七 座 桥 ,这 七 座 桥 把 河中 两 个 小 岛 和 两 岸 陆地 
彼此 连接 起 来 ,就 象 Euler 所 作 的 那样 ,我 们 用 字母 4,8,C,D 代表 这 四 块 陆 
地 。 


图 4.1 Kaaigsberg 七 桥 
据说 , 替 自 己 逗 乐 的 K onigsberg 市 民 们 给 自己 出 了 一 道 难题 :希望 技 到 
一 条 俗 好 穿 过 每 座 桥 一 次 的 散步 路 线 .这 就 是 著名 的 K anigsberg 七 桥 问题 。 
Euler 证 明了 在 K anigsberg 七 桥 问题 中 , 丛 好 穿 过 每 座 桥 一 次 的 路 线 是 
不 存在 的 .实际 上 ,对 于 Kanigsberg 的 许多 市 民 来 说 也 相信 这 个 事实 ,不 过 他 
们 认为 Euler 对 这 个 问题 的 处 理 方法 更 具有 说 服 力 。 
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Euler 对 于 K anigsberg 七 桥 问题 的 研究 采用 如 下 方法 ;如 果 存 在 这 样 的 
一 条 路 线 , 它 应 该 能 用 八 个 字母 的 序列 来 表示 ,其 中 序列 中 的 每 一 个 字母 从 
4,5,C,D 四 个 字母 中 选取 ,序列 中 一 个 项 就 代表 这 条 线路 行进 到 的 一 块 特定 
陆地 ,而 两 个 连续 项 就 代表 由 一 块 陆地 到 另 一 块 陆地 所 要 通过 的 一 座 桥 .因为 
每 座 桥 只 被 穿 过 一 次 ,而 4 和 8 之 间 有 两 座 桥 ,所 以 字母 4 和 8 在 这 个 序列 中 
作为 连续 项 必须 出 现 两 次 ,4 和 亏 也 具有 同样 的 特性 。 

由 于 有 五 座 桥 通 向 陆地 4, 从 而 字母 4 在 序列 中 出 现 总 次 数 必须 是 三 次 ， 
其 中 两 次 代表 进入 陆地 4 且 从 陆地 4 中 退出 ,而 另 一 次 则 代表 或 者 进入 陆地 
4 或 者 从 陆地 4 中 离开 ,类 似 地 ,字母 8,C 入 的 每 一 个 必须 在 序列 中 出 现 
两 次 ,不 过 这 就 意味 着 这 个 序列 必须 有 九 项 ,这 是 不 可 能 的 ,所 以 要 设计 这 样 
一 条 环绕 K anigsberg 桥 的 路 线 也 是 不 可 能 的 。 

K 6nigsberg 七 桥 何 题 在 许多 方 C 
面 带 有 “图 ”的 色彩 ， 即 环 绕 
K anigsberg 桥 的 路 线 的 Euler 表示 
实质 是 图 上 的 一 条 途径 。 如 果 有 p 
K anigsberg 的 每 块 陆地 区 域 用 一 个 
顶点 来 表示 ,两 个 顶点 之 间 连 接 的 


边 数 与 连接 相应 陆地 区 域 的 桥 数 相 9 
等 ,由 此 产生 的 结构 ( 见 图 4. 2) 就 是 
前 面 已 经 提 到 的 多 重 图 . 图 4.2 Kenigaberg 多 重 图 


那么 ,K anigsberg 七 桥 问 题 等 价 于 确定 图 4. 2 中 的 多 重 图 是 否 有 一 条 包 
会 它 的 全 部 边 的 迹 。 

K anigsberg 七 桥 问题 提出 了 下 面 两 个 概念 ,一 个 连通 图 (或 多 重 图 )G 的 
一 条 Euler 迹 是 包 售 G 的 全 部 边 的 一 条 开 迹 ,而 G 的 一 条 Euler 回路 是 包含 G 
的 全 部 边 的 一 条 回路 .具有 Euler 回路 的 一 个 图 或 多 重 图 ) 称 为 Euler 图 ,图 
本 3 中 的 图 C, 包 言 一 条 Euler 迹 , 而 C: 是 一 个 Euler 图 。 


“PY 


图 4.3 ”有 Enler 迹 和 Euler 回路 的 图 
Euler 图 和 具有 Euler 迹 的 图 的 简单 而 有 用 的 特点 是 存在 的 ,事实 上 ， 
Euler 已 经 知道 了 这 两 类 图 的 特点 ,然而 这 些 结果 的 完全 证 明 直 到 1873 年 由 
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Hierholzer 发 表 的 论文 还 没有 给 出 。 下 面 的 结果 由 Fowler 证 明 。 
定理 4. 1(Euler) 设 G 是 一 个 非 平凡 连通 图 (或 多 重 图 ) ,那么 G 是 Euler 
图 当 且 仅 当 已 的 所 有 顶点 都 是 偶 顶 点 。 

证 明 ” 设 G 是 一 个 具有 Euler 回路 C 的 Euler 图 ," 是 C 的 任意 一 个 项 点 。 
如 果 = 不 是 已 的 始点 (从 而 也 不 是 终点 ), 那 么 x 在 C 上 每 出 现 一 次 , 它 必 须 以 
不 同 的 边 进 入 和 退出 v, 这 样 在 C 上 的 每 次 出 现 就 表示 v 的 度 增 加 2, 从 而 避 
是 偶 顶 点 .如 果 = 是 C 的 始点 ,那么 C 以 zw 开始 和 结束 ,这 就 使 ?的 度 加 了 两 次 
1, 而 的 其 余 每 次 出 现 同样 使 的 度 增 加 2, 从 而 z 也 是 一 个 偶 顶 点 ,所 以 在 任 
何 一 种 情况 下 v 是 偶 顶 点 。 

反 过 来 ,对 每 一 个 顶点 都 是 偶 顶 点 的 非 平 凡 连 遥 图 (或 多 重 图 ) 的 大 小 4 
进行 归纳 。 

如 果 ? 一 2, 那 么 这 个 图 包含 两 个 顶点 和 两 条 边 , 且 两 条 边 有 相同 的 端点 。 
显然 该 图 存在 一 条 Euler 回路 。 

假设 每 一 个 大 小 小 于 a(g 之 3)。 且 所 有 顶点 为 偶 项 点 的 非 平凡 连通 图 (或 
多 重 图 ) 包含 一 条 Euler 回路 。 

设 G 是 |EC(G)| 一 2 且 所 有 顶点 都 是 偶 顶 点 的 连带 图 (或 多 重 图 )。 

如 果 加 的 阶 为 2, 那 么 这 两 个 顶点 用 偶数 条 边 ( 至 少 4 条 边 ) 连接 ,从 而 G 
包含 一 条 Euler 回路 ,否则 CG 包含 了 一 个 与 两 个 不 同 的 项 点 “和 也 邻接 的 顶点 
V9. 设 G' = 二 G6 一 uw 一 ww 十 ww。 如 果 G' 是 连通 的 ,那么 C 比 C 的 边 多 一 条 。 
根据 归纳 假设 G' 包含 一 个 Euler 回路 C' ,在 C' 中 用 删 去 的 边 wer 和 wew 代 善 边 
uw 产生 了 GG 的 一 个 Euler 回路 ,从 而 可 以 假设 C' 是 不 连通 的 .那么 G' 恰好 包 
会 两 个 分 支 ,一 个 分 支 G, 包含 上 和 zz, 而 另 一 个 分 支 (可 能 是 平凡 的 )G: 包含 
v。 根 据 归纳 假设 G1 和 G; 分 别 包 售 一 个 Euler 回路 和 Ci 各 C, 如 果 Cs 是 平凡 
的 ,那么 用 边 vo 和 mo 代 塌 Ci 的 边 ze 即 可 得 到 避 的 一 个 Euler 回路 .如果 
是 非 平 凡 的 ,那么 G 的 一 个 Euler 回路 C 可 以 按照 如 下 规则 构造 ,用 边 ww 和 
ww 代替 C, 的 边 eewi 由 于 回路 C, 一 定 通过 项 点 ,从 而 可 在 " 处 桥 入 回路 
Cee 

下 面 给 出 包含 一 条 Euler 迹 的 图 的 特征 刻画 (定理 4. 2)。 由 于 这 个 结果 和 
接 下 去 的 两 个 结果 对 多 重 图 也 是 成 立 的 ,因此 由 定理 4 1 和 定理 4.2 可 得 :图 
人 42 的 多 重 图 既 不 包含 一 条 Euler 迹 也 不 包含 一 条 Euler 回路 。 

定理 4.2(Euler) 设 C 是 一 个 非 平 凡 连 通 图 (或 多 午 图 ), 那 么 G 包含 一 
条 Euler 迹 当 且 仅 当 C 和 恰好 有 两 个 奇 硕 点 ,而 且 这 条 迹 的 起 点 和 终点 分 别 为 
这 两 个 奇 顶点 。 

证 明 ”由 于 一 般 迷 到 图 是 连通 多 重 图 的 特例 ,因此 只 对 连通 多 重 图 进行 
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证 明 . 如 果 心 包含 一 条 Euler “一 " 迹 , 那 么 就 象 定理 4. 1 的 证 明 那 磅 ,不 同 于 x 
和 的 每 一 个 顶点 都 是 偶 项 点 , 且 和 = 为 奇 顶点 。 

反 过 来 , 设 G 是 一 个 恰好 有 两 个 奇 顶 点 4 和 vw 的 连通 多 重 图 ,在 顶点 和 
v 之 间 增 加 一 条 边 。 得 到 图 如 ,由 于 三 的 每 一 个 顶点 都 是 偶 顶 点 ,所 以 吾 是 
Euler 图, 从 已 的 任意 一 个 Euler 回路 中 删 去 边 e, 就 得 到 了 GG 的 一 条 Euler 
a 一 5" 迹 . 国 

当 热 定理 4. 2 的 Euler 迹 有 偶 长 还 是 奇 长 取决 于 G 有 偶数 条 边 还 是 奇数 
条 边 . 定 理 4 2 能 被 得 到 如 下 推广 。 

定理 4.3 设 G 是 有 2n(n 之 1) 个 青 顶点 的 连通 图 (或 几 重 图 ) ,那么 
(G) 能 划分 为 个 不 交 子 集 5.(1 三 i 达 n) 的 并 ,使 得 对 任意 1 之 i 之 nn,(E;) 
是 连接 两 个 奇 顶点 的 一 条 迹 , 并 且 在 这 些 迹 中 至 多 有 一 条 是 奇 长 迹 。 

证 明 ”首先 ,证 明 ECG) 能 划分 为 * 个 不 交 子 集 E,(] 过 i 过 4) 的 并 使 得 : 
对 于 任意 1 三 i 达 #,T, 一 (E,) 是 连接 两 个 奇 顶点 的 一 条 迹 。 

设 号 是 在 G 中 如 入 一 个 新 顶点 = 并 把 G 的 每 一 个 奇 项 点 与 工 连 接 所 得 
的 图 ,由 于 厂 的 每 一 个 项 点 都 是 偶 项 点 ,图 五 是 Euler 图 ,从 而 包含 一 条 Euler 
回路 C。 从 C 中 删 去 新 项 点 工 以 及 与 关联 的 边 ,就 得 到 连接 G 中 奇 顶点 由 和 
vo 的 迹 T,(1 三 i 之 n) 使 得 G 中 的 每 一 条 边 恰好 落 在 唯一 的 一 条 迹 上 。 显 然 , 所 
有 的 4 一 v, 迹 T,(1 三 i 之 nn) 是非 平凡 迹 , 生 EE; 一 ECTDC1 达 i 之 四 为 ELG》 
满足 条 件 的 划分 。 

下 面 证 明 可 以 使 得 所 有 zw 一 w 迹 开 (1 之 i 之 n) 中 至 多 有 一 条 是 奇 长 迹 。 

如 果 Ti(] 所 ; 实 m) 中 奇 长 近 的 条 数 不 超 过 1, 则 定理 结论 成 立 。 

如 果 T,(1 筷 i 入 x) 中 至 少 存在 两 条 再 长 迹 7, 和 工 ,使 得 ,T, 和 工 ,包含 公 
黄 点 z, 则 令 4h, 表示 T, 的 一 中 子 速 ,B. 表 示 了 .中 剩 下 的 wo. 子 迹 ; 同 样 设 
区 表示 一 条 了 ,的 ww 一 w 子 迹 , 而 B, 表示 T, 的 w 一 v, 子 迹 , 显 然 4 和 BB 具有 
不 同 奇偶 性 ,4, 和 8B, 也 有 不 同 的 奇偶 性 ,从 而 A, 可 以 与 A 或 B, 之 一 配对 构 
成 一 条 个 长 迹 T7 ,而 B, 和 不 在 Tr 上 的 子 迹 4, 或 互 配对 也 形成 一 条 偶 长 迹 
T; .利用 迹 T” 和 和 TT" 代 符 迹 了 , 和 了. 使 得 迹 族 {T,11 入 : S mn) 中 青 长 速 的 条 
教 碱 少 2. 反 复 进行 这 一 过 程 ,直到 迹 族 {T,11 达 i 三 n} 中 任意 两 条 奇 长 迹 不 
售 公 共 点 ,如果 此 时 迹 族 {Ti|1 所 ;Sm 中 奇 长 冲 的 条 数 不 超 过 1, 则 定理 结 
论 成 立 。 

如 果 迹 族 {T,11 达 i 态 x} 中 存在 两 条 奇 长 迹 了 , 和 T, 使 得 :Th 和 T 不 包 
售 公 共 点 。 称 4077TD 一 mintdtaolEYCTD EVCTN)) 为 迹 T 利 7 
之 阿 的 工 离 。 选 取 迹 族 {T,|1 所 ;< 委 nj] 中 两 条 奇 长 迹 T 和 了 ,使 得 ToT) 一 
min{d(T,,T|T; 和 了 为 奇 长 迹 }, 则 存在 忆 ETCT 1w, E VCT,) 使 得 ， 
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LTT) = delw,stw,) ,不 妨 设 P 为 G 中 的 最 短 思 一 w, 路, 且 ww € EC(P)。 
存在 迹 族 {7;11 三 :入 a) 中 的 迹 7; 满足 ww E ECT,), 由 于 TT, 各 了 ,的 取 法 
中 可 得 了 为 偶 长 迹 , 设 和 4 是 T, 的 w 一 w, 子 迹 ,B8, 是 T, 的 tw 一 v, 子 迹 , 不 失 
一 般 性 ,假设 8, 包 含 边 ww。 设 扩 是 TT 的 sw 一 ww, 子 迹 , 吕 是 T. 的 tw 一 w 子 迹 。 
由 于 A 和 B 的 长 具有 相同 奇偶 性 ,而 4 和 8 的 长 具有 不 同 奇 假 性 ,所 以 或 者 
4 和 如 的 长 有 不 同 奇偶 性 ,或 者 马 和 了 品 长 有 不 同 的 奇偶 性 .不 妨 设 4 和 8B， 
长 有 不 同 奇偶 性 , 令 7 是 4, 和 8B 合并 构 或 的 迹 ;T, 是 B, 和 4, 合 并 构成 的 迹 ， 
故 迹 Ti 有 奇 长 且 d《Ti,T,) 之 dT,T,)。 利 用 7T, 和 TT 分 别 代替 迹 族 {T;|I 到 
i 三 } 中 的 迹 7, 和 了 ,反复 进行 这 一 过 程 直 到 T, 和 也 有 公共 点 ,再 利用 对 于 
有 公共 点 奇 长 迹 的 讨论 可 知 .能 够 使 得 迹 族 {Ti|1 性 i 达 nn} 中 奇 长 迹 的 条 数 锋 
少 2。 

从 而 在 任何 情况 下 ,都 可 以 将 迹 族 {7;11 三 i 过 a} 中 奇 长 迹 的 条 数 减 小 
2,. 反 复 进行 这 一 过 程 直到 迹 族 {T,|1 之 i 之} 中 坷 长 迹 的 条 数 不 超 过 1。 定 理 
结论 成 立 , 国 

从 1736 年 开始 ,在 对 Euler 图 的 研究 已 经 进行 了 近 两 个 半 世 纪 的 1973 
年 ,Toida 发 现 , 包 含 Euler 图 中 任何 一 条 边 的 圈 的 个 数 是 奇数 ,1984 年 Mckee 
又 证 明了 这 个 条 件 是 充分 的 ,下 面 给 出 这 个 本 质 上 完全 不 同 的 Euler 图 的 刻 
画 , 同 时 也 给 出 充分 性 的 另外 一 种 证 明 方式 。 

定理 4.4 ”一 个 非 平凡 连通 图 (或 多 重 图 )G 是 Evler 图 当 且 仅 当 GG 的 每 
一 条 边 落 在 奇数 个 圈 上 。 

证 明 设 G 蚌 一 个 Euler 图 并 设 。e = wv 是 G 的 一 条 边 ,那么 G' 一 G 一 
。 是 连通 的 . 设 MM 为 G' 中 所 有 顶点 w 愉 好 只 出 现 一 次 的 不 同 w 一 uv 迹 构成 的 集 
合 . 首 先 证 明 :|MM| 为 奇数 。 

由 顶点 出 发 ,有 奇数 条 边 可 以 作为 迹 的 始 边 ,一旦 始 边 被 确定 ,那么 这 
条 迹 就 要 继续 到 下 一 个 项 点 ww。 由 于 与 zz 关联 且 不 同 于 vw 的 边 数 为 奇数 ,及 
以 迹 的 第 二 条 边 有 奇数 种 选择 .继续 这 一 过 程 ,直到 迹 的 另 一 个 端点 为 4。 在 
这 一 条 迹 的 不 同 于 w 的 每 一 个 顶点 上 ,对 于 这 条 边 继续 有 奇数 条 边 可 用 ,所 以 
有 奇数 条 这 样 的 迹 。 

假设 了 是 一 条 只 包含 恰好 一 次 的 一 条 一 " 迹 , 但 不 是 一 条 :一 "路 , 那 
么 某 个 顶点 wm (天 az) 在 7 上 至 少 出 现 两 次 ,这 意味 着 了 ,包含 一 条 ww 一 om 闭 迹 
Ciammaaso 所 以 存在 一 条 恒 等 于 7 的 zx 一 迹 了 :除了 用 “逆向 " 闭 迹 避 ， 
vip oz 代 填 CC 以 外 .这 意味 着 不 是 zx 一 "路 的 x 一 " 迹 是 成 对 出 现 的 , 因 
此 存在 偶数 条 不 是 * 一 "路 的 ws 一 迹 , 从 而 在 G 一 * 中 存在 奇数 条 v* 一 "路 ,这 
就 意味 着 有 奇数 个 包含 < 的 圈 。 
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反 过 来 ,只 要 证 明 G 中 每 个 顶点 都 是 偶 顶 点 .对 @G 的 任意 顶点 w 设 cety 
“se 是 与 vu 关联 的 所 有 边 .构造 一 个 新 的 多 重 图 于 如 下 :顶点 集 V CH) = 
{aivaayoau} 4HH 中 两 个 顶点 u 和 wj 之 间 连 接 贡 策 边 当 且 仅 当 G 中 存在 同时 
包含 边 = 和 ;的 吉 个 不 同 的 图 且 不 存在 同时 包含 边 < 和 ej 的 m 十 1 个 不 同 
的 图 .因为 与 "关联 的 每 条 边 e1,c.… ,es 落 在 奇数 个 转 上 , 故 寺中 相应 的 每 个 
顶点 ,uw… ,us 都 是 柯 度 顶点 ,从 而 1VCH)| 一 上 必须 是 偶数 , 即 "是 偶 顶 
点 .图 

举办 展览 会 时 ,把 展览 走廊 的 平面 布置 成 一 个 图 : 走 寅 对 应 干 画 的 边 ,而 
若干 走 亡 交 汇 的 地 方 看 成 图 的 顶点 。 当 所 对 应 的 图 是 Euler 图 时 ,观众 就 可 以 
其 入 口 出 发 ,通过 每 条 走廊 正好 一 次 ,最 后 返回 到 入 口 ( 同 时 也 正好 是 出 口 ) 
的 地 方 。 为 使 每 杀 走 亡 愉 好 经 过 一 次 ,而 又 返回 原来 的 入 口 处 ,那么 必须 在 畦 
厅 走 廊 对 应 的 Euler 图 中 走出 的 路 线 恰好 是 Euler 回路 ,这 就 得 按 一 定 的 规则 
行进 ,随便 走 是 不 行 的 .下 面 给 出 在 Euler 图 中 找 一 条 Euler 回路 的 一 个 好 算 
法 。 

算法 4A(CFleury) 已 知 一 个 Euler 图 G， 

第 一 步 ”选择 G 的 任意 一 个 顶点 wm, 并 定义 迹 T。 = vo。 
第 二 步 ”如 果 已 经 得 到 迹 Ti:voeivieerrewnr 从 ECG) 一 to 所 7 了 科 半 中 选择 
一 条 边 ei+1, 且 符合 下 列 条 件 : 

Ca)er+ 与 v 关 联 s 

Cb) 除非 没有 其 它 边 可 供 选 择 ,ei+ 不 是 图 G; = 二 6 一 {ej|1 世 Jj 硅 站 的 桥 。 

如 果 设 有 这 种 边 "+; 存在 , 则 停止 。 

第 三 步 定义 Ti = verveeeerrivitis 其 中 41 一 pore 
第 四 步 ”用 ! 十 1 代替 ; 并 转 到 第 二 步 ， 


练习 


1. 今天 Kanigsberg 又 多 了 两 座 桥 ,在 区 域 召 和 C 之 间 以 及 区 域 妃 和 门 
之 同 各 建 了 一 座 新 桥 ,有 可 能 找到 通过 Kenigsberg 全 部 桥 而 不 重复 任何 一 应 
桥 的 路 吗 ? 

2. 非 平凡 连通 图 @@ 是 Euler 图 当 且 仅 当 瓦 (C) 能 划分 为 不 交 子 全 已 (1 三 
i Sm) 的 并 ,上 且 对 任意 1 三 i 之 a,(EE) 是 GG 的 一 个 图 。 

3. 设 避 是 有 2nln 之 1) 个 音 顶 点 的 连通 图 ,证 明 :如 果 吉 之 ,那么 请 (G) 
不 可 能 划分 为 不 交 子 集 El1 三 i 三 m) 的 并 ,使 得 对 于 任意 1 莹 i 之 m,(E:) 是 
一 条 开 迹 。 

4. 给 出 在 一 个 包 合 一 条 Euler 迹 的 图 中 求 出 一 条 Euler 迹 的 算法 。 
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5. 图 作 是 从 项 点 可 随机 Euler 图 ,如 果 以 作为 始点 的 每 条 迹 都 能 被 延 拓 
成 台 的 一 条 Euler vu 一 v 回路 .给 出 不 能 从 任何 顶点 ,从 一 个 、 两 个 或 全 部 顶点 
随机 Euler 的 Euler 图 例子 。 

6. 证 明 :Euler 图 G 是 从 顶点 随机 Euler 的 当 且 仅 当 妇 的 每 个 围 包 洁 顶 
点 也 

?7. 证 明 : 如 果 避 是 从 顶点 随机 Euler 的 ,那么 A(G) = degku]， 其 中 
4(G) 一 max{deg (lw)|u € VCG)) 称 为 G 的 最 大 度 。 

8. 设 忆 是 阶 p(p 之 3)Euler 图 ,证 明 ;G 从 任何 顶点 都 不 是 随机 Euler 的 
或 者 恰好 从 一 个 .两 个 或 它 的 全 部 顶点 是 随机 Euler 的 。 

9. 设 图 侣 是 从 顶点 随机 Euler 的 ,证明 : 如 果 degCw) 二 ACG) ,vw 关 v0, 那 
么 如 是 从 za 随机 Euler 的 。 

10. 设 吾 和 C 为 两 个 图 ,如 果 存 在 (好 ) 到 ECG) 的 一 一 映射 满足 :对 
于 任意 wiv EVCH) ,wv E ECHD) 的 充 要 条 件 为 J(u) 和 Ju) 是 好 中 两 条 孝 
接 边 , 则 称 玉 是 的 线 图 , 记 为 五 一 了 (C), 证 明 :Euler 图 的 线 图 上 L(G) 是 
Euler 图 .又 车 上 LG) 是 Euler 图 ,问好 是 否 一 定 为 Euler 图 ? 

11. 是 否 存在 户 为 偶数 , 且 9 为 奇数 的 ( 户 ,9)Euler 图 ?如 果 不 存在 这 样 的 
图 ,给 出 理由 ! 如 果 存 在 这 样 的 图 ,给 出 实例 。 


4.2 Hamilton 图 


一 个 图 局 称 为 Hamilton 图 ,如 果 它 有 一 
个 包含 G 的 全 部 硕 点 的 图 . “Hamilton” 这 个 
名 称 来 自 著 名 的 爱尔兰 数学 家 William 
Rowan Hamilton 姐 士 。 然而 , 奇怪 的 是 
Hamilton 与 以 他 的 名 字 命 名 的 图 不 是 严格 数 
学 上 的 关系 .1857 年 ,Hamilton 制造 了 一 种 玩 。 。 图 44 十 一 面体 图 
具 , 它 是 由 一 个 木 制 的 正 十 二 面体 , 揪 在 十 二 面体 的 每 个 角 上 的 二 十 个 钉子 和 
一 条 足够 长 的 线 组 成 ,是 每 个 角 上 标 着 世界 上 一 个 重要 城市 的 名 称 .游戏 的 目 
的 是 沿 十 二 面体 的 楼 找 出 一 条 路 ,通过 每 个 城市 恰好 一 次 ,最 后 回 到 略 开 始 的 
那个 城市 .为 了 使 游玩 者 能 够 对 他 已 经 访问 过 的 城市 进行 标志 , 线 就 用 来 依次 
连结 相应 的 钉子 .使 用 十 二 面体 相当 不 便 ,所 以 Hamilton 又 设计 了 这 个 游戏 
的 一 个 “平面 图 ” 表示 方法 ( 见 图 4. 4) .此 外 ,没有 再 握 供 使 这 个 游戏 成 功 的 任 
何其 它 说 明 。 

Hamilton 游戏 的 目的 可 以 用 图 论 术 语 来 描述 为 ,确定 十 二 面体 的 这 个 图 
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是 否 存 在 一 条 包含 它 的 每 个 顶点 的 圈 。 我 们 的 "Hamilton" 术语 就 是 由 此 而 来 
的 。 

有 趣 的 是 在 1885 年 ,也 就 是 Hamilton 发 明 他 的 游戏 二 年 以 前 ,英国 数学 
家 Thomas P. Kirkman 在 呈送 皇家 协会 一 篇 论文 中 提出 了 下 面 的 问题 ;一 个 
给 定 的 多 面体 图 中 ,人 们 能 否 总 能 找到 一 个 图, 它 通过 每 个 项 点 一 次 且 恰好 一 
次 .因此 Kirkman 显然 开始 了 对 “Hamilton" 图 的 一 般 研 究 ,但 Hamilton 游戏 
引起 了 人 们 对 这 个 问题 的 兴趣 。 

如 果 图 G 的 一 个 圈 包 含 了 图 G 的 所 有 顶点 , 则 这 个 圈 就 称 为 G 的 
Hamilton 轿 . 因 此 ,一 个 Hamilton 图 是 一 个 具有 Hamilton 图 的 图 .由 于 Euler 
图 和 Hamilton 图 在 定义 上 类 似 性 ,特别 是 由 于 Euler 图 存在 简单 的 符 征 刻画 ， 
人 们 自然 希望 对 于 Hamilton 图 也 有 一 个 类 似 的 判定 定理 。 然 而 ,情况 却 并 非 
如 此 ,事实 上 为 了 求 得 Hamilton 图 的 一 个 恰当 的 特征 刻画 正 是 图 论 中 未 解决 
的 重要 课题 之 一 。 

在 对 Hamilton 图 的 研究 过 程 中 ,人 们 已 经 得 到 了 若干 充分 性 条 件 , 在 这 
一 节 里 ,研究 其 中 几 个 重要 的 充分 性 条 件 。 

定理 4. 5(Ore) ”如 果 G 是 一 个 pkp 之 3) 阶 图 , 旦 对 所 有 不 同 非 邻 授 顶 
点 uw 和 vw， 

deg lu) 十 deg(z) 二 p, 
则 G 是 Hamilton 图 。 

证 明 ”和 仍 设 定理 不 成 立 , 故 存在 一 个 阶 为 pp 之 3) ,满足 定理 条 件 且 边 
数 最 多 的 非 Hamilton 图 , 即 G 是 一 个 非 Hamilton 图 且 对 GG 的 任何 两 个 非 邻接 
顶点 ww 和 ws, 图 G 十 wiws 是 Hamilton 图 .因为 p 之 3, 所 以 G 不 是 完全 图 。 

设 “ 和 v” 是 G 的 两 个 不 邻接 顶点 ,因此 CG 十 we 是 Hamilton 的 且 G 十 wm 
的 Hamilton 图 一 定 包 含 边 ww. 由 此 可 得 :在 G 中 ,存在 一 条 “一 " 路 呈 一 
agpku 二 wiv 二 4,) 包含 6 中 每 个 顶点 。 

如 果 ww € EC) (2 之 i 之 pp, 那么 it 入 ELG), 否则 ， 
ia 是 GG 的 一 个 Hamilton 图 ,所 以 ,对 so ous-1) 中 
每 一 个 邻接 到 w 的 顶点 存在 一 个 {21 ,uw2e… ox,-4} 中 与 wj 不 邻接 的 顶点 ,因此 
deglus) 芝 (p 一 1) 一 deg(u1), 从 面 

deg(u) + degkoy po—1, 
与 定理 的 条 件 矛 盾 , 所 以 G 是 Hamilton 图 。 国 

如 果 G 是 Hamilton 图 , 则 显然 图 G 十 ww 也 是 Hamilton 图 ,这 里 4 和 wv 是 
不 同 的 不 邻接 顶点 . 反 过 来 ,假设 G 是 一 个 p 阶 图 ,w 和 vw 是 不 邻接 顶点 ,G 十 
uv 是 Hamilton 图 日 deg(u) 十 deg(v) 之 户 ,如 果 CG 不 是 Hamilton 的 ,那么 就 
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像 定理 4. 5 证 明 中 那样 ,可 以 得 到 矛盾 deg(x) 十 deglv) 莹 p 一 1, 所 以 G 是 
Hamilton 图 .由 此 得 到 下 面 结果 ,这 个 结果 首先 被 Bondy 和 Chvatal 发 现 。 

定理 4.6 设 w 和 wv 是 p 阶 图 G 的 不 同 非 邻 楼 顶点 且 

deglu) + deg(z) 二 p, 

那么 G 十 uw 是 Hamilton 图 当 且 仅 当 G 是 Hamilton 的 。 

定理 4.6 旱 示 了 图 的 一 沾 新 概念 , 即 图 的 闭 包 . 设 G 为 p 阶 图 ,如 果 从 G 开 
始 , 任 选 G 中 的 两 个 非 邻 接 顶 点 和 ww 满足 deg(w) 十 deg(v) 之 p, 则 在 G 中 
吉 上 边 几 .对 回 十 xm 再 进行 这 个 过 程 直到 最 后 的 图 中 任意 两 个 非 邻接 顶点 的 
度 之 和 小 于 p, 则 最 后 得 到 的 图 称 为 G 的 闭 包 , 记 为 C(G)。 图 4.5 说 明了 闭 包 
的 构造 过 程 .下 面 的 定理 说 明了 图 的 闭 包 C(G) 是 唯一 确定 的 。 


vA 


CG) 


图 4.5 闭 包 程序 

定理 4.7 如 果 G, 和 Gs 是 从 p 阶 图 G 中 通过 逐次 连接 度 之 和 至 少 为 
的 非 邻 接 顶 点 对 得 到 的 两 个 图 , 则 G: 一 G,。 

证 明 设 elvesoej 和 所 fi, 所 分 别 是 为 了 得 到 Gi 和 Gs 加 到 G 的 
边 摩 列 。 只 婴 证 明 每 条 边 a. 是 Git1 达 : 三 四 的 一 条 边 ,是 每 条 边 /(1 三 i 之) 
是 G, 的 一 条 边 即 可 .假设 上 述 结论 不 成 立 , 则 存在 1 六 对 一 minfile & ECG,) 
或 发 村 邢 (CD)。 不 失 一 般 性 ,假设 边 co 二 ww 直 ECG,). 邻 H=G+ {el 过 
i 之 驶 ). 由 芭 的 取 法 可 知 对 于 任意 1 之 i 之 mye; 和 ECG2) ,所 以 HCGs 由 x 
和 是 召 中 两 个 非 邻 接 顶 点 及 “- E ECG1) 可 得 ， 

degci (4) + dego, (2) > degn(u) + degr(u) 之 力 。 

与 Ge 的 构造 法 则 矛盾 ,加 

下 面 的 定理 基 闭 包 定义 各 定理 4. 6 的 一 个 简单 推论 。 

定理 4.8 一 个 图 是 Hamilton 图 当 且 仅 当 它 的 闭 包 是 Hamilton 

因为 至 少 有 三 个 顶点 的 完全 图 是 Hamilton 图 , 由 此 得 到 一 个 
Hamilton 图 的 又 一 个 充分 条 件 。 

定理 4 9(Bondy 和 Chv htal) ” 设 忆 是 阶 至 少 为 3 的 图 ,如 果 C(G) 是 完 
全 图 ,那么 G 是 Hamilton 图 。 


图 是 
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按照 定理 4. 8, 如 果 一 个 图 G 的 闭 包 是 Hamilton 图 ,那么 G 也 是 Hamilton 
图 .下 面 给 出 由 一 个 已 知 的 CCG) 的 Hamilton 图 如 和 何 确定 公 的 一 个 Hamilron 
图 的 好 算法 (由 Bondy 和 Chvatal 据 出 .如 果 CCG) 是 一 个 完全 图 ,那么 找 
CCG) 的 Hamilton 疾 是 方便 的 .这 个 算法 的 关键 步 驴 是 下 列 修 改过 程 。 

稻 设 C 是 阶 冯 zz 之 刁 的 某 个 图 呈 的 一 个 Hamilton 图 且 e 是 C 的 一 条 边 ， 
重新 标号 只 的 顶点 使 得 C 一 wet…eol 且 e 一 ww 如 果 存 在 一 个 整数 并 3 三 
E 挟 疡 一 1) 能 得 marrow-ioy EE EC(H) ,那么 一 Www-ioou ea 是 互 
的 又 一 个 Hamiltoo 转 且 世 (CC 一 CEKC)Ntouoioy) U {vvwvi-v,}) .此 时 
称 viv 和 vw-iv, 是 关于 (C6,e) 的 收 改 边 ,并 且 避 是 C 经 过 (viv,wvivi,v-iv,) 收 
改 C 后 得 到 的 。 

在 下 面 的 算法 中 ,假设 在 构造 C4G) 的 过 程 中 ,G 的 每 条 边 e 标号 为 Ce) 
二 1, 且 如 果 / 是 加 到 GG 上 的 第 条 边 ,那么 /标号 为 1) 一 上 十 15 当然 ,这 
种 标号 不 是 唯一 的 )。 

算法 旭 CBondy 和 Chvhtal) 给 定 一 个 图 G 的 ( 边 标定 ) 打包 CG) 和 
CO) 的 一 个 Hamilton 图 C。 

第 一 步 “” 取 四 一 maxerctke)。 

加 果 m 二 1, 则 停止 ; 

否则 , 设 。 是 标号 为 m 的 唯一 的 一 条 C 中 的 边 ,然后 转 人 第 二 步 。 
第 二 步 ”选择 CCG) 中 的 边 a 和 满足: 

(a)lle) des) < mi 

《beives 是 关于 CC,e) 的 收 改 边 。 

第 三 步 ”经 过 (eseivea) 修改 C 得 到 图 CC'。 
第 四 步 ”用 C 代 埋 己 , 抬 回 第 一 步 。 

下 面 证 明 算法 4B 结束 时 ,得 到 一 个 的 Hamilton 图 。 

首先 证 明 第 二 步 总 能 完成 . 设 记 一 pLG), 重 新 标号 CCG) 的 顶点 使 得 一 
vivarvpU1 且 6 二 viv,。 设 本 表示 CCG) 的 由 边 灸 ELG)U YE ECCCG) 1 
三 台 } 导出 的 生成 子 图 ,那么 C 一 e 是 下 的 一 个 子 图 且 由 CCG) 构成 的 方式 可 
得 

degr (ol) 十 degutv,) 之 p, 
故 (类 似 于 定理 4. 5 的 证 明 ) 存在 一 个 整数 i(3 达 i 达 pp 一 1 使 得 6 二 wv; 和 
2 一 ww- 是 五 的 边 , 即 < 和 es 是 关于 CC,e) 的 修改 边 且 ie De 之 到 

我 们 注意 到 :因为 第 一 步 每 重复 一 次 ,对 应 的 mm 的 值 至 少 减少 1, 所 以 这 
个 算法 实际 上 当 m 一 1 时 结束 , 即 G 有 一 个 Hamilton 团 忆 ， 

如 果 一 个 图 C 满足 定理 4.5 的 条 件 , 那 么 CLG) 是 一 个 完全 图 ,从 而 根据 
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定理 4.9,G 是 Hamilton 图 .因此 ,Ore 定理 是 定理 4. 9 的 一 个 直接 推论 ( 明 然 
Bondy 和 Chv aral 的 定理 按 发 表 时 间 来 说 要 推 后 了 几 年 ) ,但 在 Bondy-Chv 
4tal 的 结果 之 前 发 现 . 关 于 一 个 图 是 Hamilton 图 的 充分 条 件 在 文献 中 已 出 现 
了 许多 ,这 些 充 分 条 件 都 能 从 定理 4. 9 中 导出 ( 当 热 是 定理 4. 9 的 推论 )。 在 
此 ,给 出 这 些 充分 条 件 中 最 著名 的 一 个 (由 已 esa 给 出 ) ,同时 给 出 的 证 明 与 定 
理 4. 9 无关, 希望 能 给 赎 者 提供 一 种 更 好 的 证 明 技 巧 ,这 种 证 明 技巧 在 图 论 领 
域 中 是 很 典型 的 。 

定理 4. 10(P aaa) ”如 果 G 是 一 个 阶 p(p 之 3) 的 图 且 对 任意 整数 j(1 三 
了 < p/2), 度 不 超过 j 的 顶点 个 数 比 j 小 , 则 G 是 Hamilton 的 ， 

证 明 ”假设 定理 不 成 立 ,那么 存在 一 个 满足 定理 条 件 且 边 数 季 多 的 非 
Hamilton 图 G. 因 为 p 之 3, 所 以 G 不 是 完全 图 。 

在 G 的 全 部 非 邻 接 顶点 对 中 , 设 w 和 是 两 个 非 邻 接 顶 点 使 得 deg Co) 
十 deg(lv,) 是 最 大 的 .不妨 设 deg(o) 入 deg(w)。 由 C 的 定义 可 得 图 G 十 wwy 
是 Hamilton 图 , 且 G 十 vv 的 每 个 Hamilton 图 包含 边 ww .这 意味 着 价 点 ww 
和 we 是 C 中 包含 C 的 每 个 顶点 的 一 条 路 已 = viv;-…o0 的 端点 。 如 果 一 个 顶点 
vi(2 忒 i 之 p) 邻接 到 mw, 那么 w-, 不 邻接 到 ,否则 ,viviv; -ppp -ia 
是 G 的 一 个 Hamilton 图 ,因此 对 每 一 个 与 w 邻接 的 顶点 忆 (2 三 i 过 思 ) ,一 定 
存在 一 个 不 邻接 到 的 顶点 w-: "从 而 在 如 中 至 少 存在 deg(w) 个 项 点 不 与 w 
邻接 。 换 句 话说 ,至 多 存在 p 一 1 一 deg(ui) 个 顶点 邻接 到 w, 即 

deg(o) deg(v,) po—1— deglv), 

放 deglv1) 世 (p 一 1)/2. 由 久 和 wv 选择 方法 可 得 ,对 于 不 与 v, 邻接 的 任意 一 
个 顶点 v,deg(v) 和 之 deg(w)。 因 此 ,至 少 存在 deg(w) 个 顶点 有 度 不 超过 
deg{v1) ,根据 定理 条 件 对 于 1 三 deg(v1) 之 p12, 度 不 超过 deg (v1) 的 顶点 个 数 
小 于 deg(z) ,矛盾 。 国 

也 许 最 简单 的 充分 条 件 应 归于 Dirac, 这 个 结果 是 定理 4 5,4.9 和 4. 10 的 
推论 。 

推论 4. 10(Dpirac) ”如 困 G 是 一 个 ptp 之 3) 阶 图 使 得 对 G 的 每 个 顶点 v， 
都 有 deg(z) 之 #1/2, 则 GG 是 Hamilton 的 。 

按照 Dirac 的 结果 ,如 果 一 个 图 GG 的 阶 志 过 3 且 满 足 3(G) 之 p/2, 那 么 G 
是 Hamilton 的 , 即 G 包 含 一 个 长 p 一 2. (p/2) 的 图 .Dirac 已 经 证 明了 如 果 C 
是 阶 p(p 之 24) 且 2G) 之 4d>>1 的 一 个 2- 连通 图 ,那么 G 包 含 一 个 长 至 少 
为 2d 的 园 . 这 个 结果 能 被 用 来 得 到 Nash-Williama 的 结果 :每 个 阶 为 2r 十 1 的 
一 正 则 图 是 Hemilton 的 。 注 意 :Nash-Williams 的 结果 不 是 以 前 的 充分 条 件 的 
推论 ,因为 所 有 以 前 的 充分 条 件 都 要 求 G 中 存在 度 至 少 为 p/2 的 顶点 .采用 同 
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样 思想 ,Jackson 已 经 证 明了 任意 一 个 阶 至 多 是 3r 的 2- 连通 正则 的 图 是 
Hamilton 的 .关于 一 个 图 是 Hamilton 的 ,已 经 给 出 了 与 图 的 顶点 度 有 关 的 若 
干 充分 条 件 , 为 了 给 出 一 个 本 质 不 同 的 结果 ,需要 图 的 独立 数 概念 (这 个 概念 
将 在 第 六 章 作 详细 介绍 ). 图 G 的 一 个 顶点 独立 集 是 G 的 一 个 非 空 顶点 子 集 且 
子 集中 的 任意 两 个 顶点 是 不 邻接 的 .G 的 独立 数 hCG) 一 max{|IMIIM CS 
V(G),M 是 G 的 顶点 独立 集 } 且 满 足 1M| = PCG) 的 顶点 独立 集 称 为 CG 的 最 
大 顶点 独立 集 。 由 Chvatal 和 Erd as 给 出 的 结果 涉及 图 的 独立 数 BCG) 和 连 
通 度 <(G)。 

定理 41t 设 G 是 阶 plp 之 3) 的 图 .如 果 “(C) 之 ACG), 则 G 是 
Hamilton 的 。 

证 明 ”如果 A(G) 一 1, 则 C 是 完全 图 ,这 个 结果 是 显然 的 ,假设 BCG) 之 
2 且 x《G) = .因为 x 之 2, 所 以 G 至 少 包 和 一 个 图。 在 CG 的 全 部 图 中 , 设 C 是 
最 长 的 一 个 图 ,由 定理 2.17, 在 C 上 至 少 有 nr 个 顶点 。 

下 面 证 明 :C 是 G 的 Hamilton 图 .假设 C 不 是 G 的 Hamilton 图, 则 至 少 存 
在 @G 的 一 个 顶点 也 不 落 在 C 上 ,因为 |Y(C)| 之 4, 由 定理 2.16 得 到 :在 ww 和 
V(C) 之 间 存 在 az 条 内 不 交 路 PA1 攻 i 入 ny,V(C}Y NV(PD) = {v}(1 过 i 过 
Rn) 且 v 关 vi(l 莹 i 近 j 硅 ). 不 妨 设 顶点 v4,v2,…v 在 C 依 次 出 更 ,对 于 任意 
1 达 i 过 ,选取 满足 ,wius E E(C), 且 wi 属于 C 上 不 包含 wi(j 关 ivi 十 1) 的 
v 一 Di+l 有 路 .注意 到 对 任意 1 三 i 莹 nywu; 位 号 (G) ,否则 我 们 用 确定 的 v 一 路 
代替 C 中 边 wui 得 到 了 一 个 长 至 少 为 1VCC)| 十 1 的 图, 与 C 为 G 的 最 长 图 巴 
盾 . 令 S = (wywouroreous} ;因为 |S1 = 二 4 十 1 > 有 G) 且 wu, ECG) 1 
1 莹 #0), 所 以 存在 整数 1 三 j 过 三 n 使 得 wws E CG) ,因此 ,E' 一 (E(C) 一 
{ov }) U ECP,) U ELCP,) U fa 导出 G 的 一 个 图 局 , 且 C' 的 长 大 于 
C 的 长 ,与 C 的 取 法 耶 盾 ,从 而 C 是 避 的 一 个 Hamilton 图 .加 

正 像 已 经 指出 的 那样 ,寻求 Hamilton 图 适当 的 特征 刻画 仍然 是 图 论 中 未 
解决 的 问题 .上 而 讨论 的 都 是 Hamilton 图 的 充分 条 件 。 下 面 给 出 一 个 简单 而 
有 用 的 必要 条 件 来 结束 这 一 节 。 

定理 4.12 若 G 是 一 个 Hamilton 图 , 则 对 于 VCG) 的 每 个 非 空 真子 集 5， 

£(G—S) |S|. 

这 里 k(G 一 8) 表示 G 一 5 的 分 支 数 。 

证 明 设 C 是 G 的 一 个 Hamilton 图 , 则 对 于 VCG) 的 任意 一 个 非 空 真子 
集 5, 均 成 立 &(C 一 5) 之 IS1. 由 于 C 一 5 是 G 一 5 的 一 个 生成 子 图 ,因而 
KG 一 3) 和 (CC 一 5), 于 是 &(G 一 S) 达 |S1. 图 

应 用 这 个 定理 ,有 了 时 可 以 证 明 一 个 给 定 的 图 是 非 Hamilton 图 。 例 如 可 以 
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判断 图 4. 6 不 是 Hamilton 图 。 但 这 种 方法 并 不 总 是 有 效 的 。 如 Peteraen 图 (图 
4.7) 是 非 Hamilton 图 ,但 条 件 *(G 一 S) 科 131 却 是 满足 的 。 


练习 


1. 确定 Herschel 图 是 非 Hamilton 的 。 
2. 证 明 : 若 (a)G 不 是 2- 连通 
图 ;或 者 Cb)G 是 二 部 图 ,并 且 它 的 顶 
点 分 划 (X ,YY) 满足 | 于 | 天 17|, 则 和 
是 非 Hamilton 的 。 
3. 一 只 老鼠 吃 3 X 3 X 3 的 乳 
酷 , 其 方法 是 通过 打 洞 控 通 所 有 27 
个 1X 1X1 的 子 立 方 体 , 如 果 它 在 
一 个 角 上 开始 , 级 后 依次 控 向 未 吃 
这 的 子 立方 体 ,试问 它 能 在 这 个 立方 体 的 中 心 结束 吗 ? 
4. 能 不 能 用 13 个 1 X 1X2 的 长 方 体 堆 成 一 个 空心 的 3 X 3 X 3 的 立方 
体 ? 
5. 教室 里 有 5 排 持 子 , 每 排 5 张 持 子 ,每 张 椅 子 上 坐 一 名 学 生 。 如 果 一 周 
后 每 个 学 生 都 必须 与 他 相 邻 的 某 沾 同学 (前 后 左右 交换 座位 )， 问 应 该 怎样 换 ? 
6. 试 束 Hamilton 图 ,一 笔画 和 Euler 图 之 间 的 关系 。 
7. 图 他 的 一 条 路 称 为 Hamilton 路 ,如 果 这 条 路 包 人 省 了 局 中 每 一 个 顶点 。 
若 好 有 一 条 Hamilton 路 , 则 对 于 V 的 每 一 沾 真子 集 S 有 kG 一 S) 达 IS1 十 
1。. 证 明 ! 如 果 G 有 Hamilton 路 , 则 G 的 线 图 LLG) 也 有 Hamilton 路 。 反 过 来 是 
否 成 立 ? 


Herachel 图 
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4.3 ”中 国 邮 递 员 向 题 和 旅行 入 货 员 向 题 


邮递 员 进 行 邮件 投递 的 过 程 为 ,在 邮局 分 拣 好 需要 投 示 的 邮件 后 ,到 管 针 
的 地 段 的 每 一 条 街道 投递 ,最 后 ,再 返回 邮局 .对 于 这 个 辣 古 ,邮递 员 希 望 找 出 
一 条 行走 焉 次 最 短 的 路 强 . 因为 这 个 问题 首先 是 中 国 数学 家 管 梅 谷 教授 
(1962) 研究 的 ,所 以 该 问题 称 为 中 国 邮 递 员 问题 .可 以 利用 图 来 模拟 这 个 问 
题 :图 C 的 顶点 对 应 于 街道 的 交叉 点 和 换 角 ! 图 的 边 对 应 于 邮递 员 管辖 地 段 的 
每 条 街道 , 边 上 的 权 就 代表 街道 长 度 .那么 中 国 邮 递 员 问题 的 解 就 是 在 赋 权 连 
通 图 G 中 , 求 一 条 使 用 每 一 条 边 至 少 一 次 的 长 度 最 小 的 闭 途 径 , 如 果 C 有 两 个 
或 两 个 以 上 奇 顶点 , 则 求 租 的 问题 等 价 于 为 了 得 到 一 个 Euler 多 重 图 , 求 需要 
重复 的 C 刀 的 边 并 使 这 些 边 权 之 和 最 小 .通过 考虑 全 部 可 能 奇 项 点 对 ,并 且 使 项 
点 对 之 间 的 更 离 和 最 小 就 可 得 到 这 个 问题 的 解 . 接 下 去 就 来 详细 讨论 这 个 问 
题 的 解法 。 

如 果 对 应 的 图 G 是 Euler 图 ,那么 从 对 应 于 邮局 的 顶点 出 发 的 任何 一 条 
Fuler 回路 都 县 符合 上 述 要 求 的 邮递 员 的 最 优 投递 路 线 .在 这 种 情况 下 问题 自 
然 容易 解决 .如 果 连 通 图 C 不 是 Euler 图 ,那么 和 有 偶数 个 奇 顶点 .对 于 任意 两 
个 奇 顶点 二 和 在 C 中 必 有 一 条 路 连接 它们 。 将 这 条 路 上 的 每 一 条 边 改 为 二 
重 边 得 到 新 图 万 , 则 “和 "就 变 为 五 的 偶 顶 点 ,在 这 条 路 上 的 其 它 点 度数 均 增 
加 2, 即 奇偶 性 不 变 , 于 是 五 的 奇 顶点 个 数 比 G 的 奇 顶点 个 数 减少 2. 对 于 丈 
重复 这 个 过 程 ,经 若干 次 后 ,可 将 @ 中 所 有 奇 顶点 变 成 偶 顶 点 ,从 而 得 到 多 重 
Euler 图 ,这 个 Euler 图 的 一 条 Euler 回路 就 相应 于 中 国 邮递 员 问题 的 一 个 可 
行 解 , 且 Euler 回路 的 长 度 等 于 C 的 所 有 边 的 长 度 加 上 每 次 连 奇 顶点 对 的 路 
的 长 。 但 怎样 才能 使 闭 途径 的 长 度 最 短 呢 ? 

定理 4.13 ” 设 人 是 赋 权 图 G 的 一 条 包含 CG 的 所 有 边 至 少 一 次 的 闭 途 径 ， 
则 多 具有 最 小 长 度 的 充 要 条 伟 是 ， 

a. 每 条 边 最 多 重复 一 次 : 

b. 在 局 的 每 个 团 上 ,重复 边 的 长 度 之 和 不 超过 这 个 图 长 度 的 一 半 。 

证 明 ”首先 ,假设 由 G 构造 的 Euler 图 中 某 一 条 边 的 重复 次 数 为 a 之 
2) ,那么 将 此 边 的 重复 次 数 减 少 2 得 到 的 图 仍然 是 Euler 图, 且 新 Euler 图 的 权 
小 于 原 Euler 图 的 权 。 

其 次 ,如 果 在 一 个 图 上 ,把 原来 重复 一 次 的 边 都 改 为 不 重复 .而 把 原来 不 
重复 的 边 都 改 为 重复 1 次 ,这 样 图 上 每 个 顶点 的 度数 改变 为 0 或 2, 因 此 不 会 
改变 原 图 是 否 为 Euler 图 的 人 性质, 如 果 一 个 圈 中 重复 边 的 长 度 超过 图 长 的 一 
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半 , 那 么 作 如 上 改变 后 重复 边 的 长 度 之 和 减少 ,而 Euler 图 的 性 质 不 变 。 

反 过 来 ,只 要 证 明 ; 满 足 定理 条 件 (a),(b) 的 所 有 闭 途径 的 长 度 都 相等 。 
因为 这 些 闭 途径 要 包含 G 的 所 有 边 ,所 以 只 要 证 明 重 复 边 的 长 度 之 和 相等 即 
可 。 

设 W, 和 W, 是 两 条 满足 条 件 (a) 和 (b) 的 闭 途 径 , 由 于 Wl 和 W, 可 能 有 
相同 的 重复 边 ,为 了 比较 它们 中 重复 边 的 长 度 之 和 ,只 要 比较 W, 和 W, 的 不 
相同 的 重复 边 就 可 以 了 . 记 克 ,和 多: 中 重复 边 的 集合 分 别 为 已 和。, 只 要 比 
较 ww(E, 一 Es) 和 ww(E, 一 EE,)。 考 虑 由 边 集 F = (E, 一 Es) U (Es 一 下;) 所 
导出 的 子 图 G' 一 (FP)。 

设 "EV(G), 若 degc(z) 为 奇数 , 则 E, 和 E， 中 均 有 奇数 条 边 与 关联 
《这 是 因为 由 C 加 入 重复 边 后 得 到 的 图 是 Euler 图 , 即 每 个 项 点 的 度 均 为 偶 
数 ), 若 degc(z) 为 偶数 , 则 互 和 已 :中 与 "关联 的 边 数 均 为 偶数 .因此 在 任何 情 
况 下 ,E, 和 忆 ; 中 与 关联 的 边 数 奇 偶 性 相同 , 设 互 和 匹 : 分 别 有 3 和 yy, 条 边 
与 2 关联 ,其 中 有 y。 条 边 同 时 属于 EE, 和 Es, 则 下 中 和 关联 的 边 数 为 

(9 — Ye) ys — 0) = + ys — 2900 
由 于 % 和 入 奇偶 性 相同 ,所 以 下 中 与 5 关联 的 边 教 为 偶数 , 即 G' 的 每 个 连通 
分 支 是 Euler 图 。 由 第 4. 1 节 练 习 2, 可 以 将 G' 分 解 成 若干 个 图 ,在 每 一 个 图 
上 ,由 条 件 Cb) ,属于 马 的 边 的 长 度 之 和 与 属于 E; 的 边 的 长 度 之 和 都 不 超过 
图 长 的 一 半 。 又 因为 图 上 的 边 或 者 属于 E 或 者 属于 Es, 因此 每 个 图 上 EE 一 EE: 
和 Es 一 El 的 边 的 长 度 之 和 相同 , 故 可 知 在 G' 中 ,ww(E, 一 EE,) 二 w(E, 一 EE,)。 
于 是 W, 和 W, 的 重复 边 的 长 度 之 和 相等 , 即 W, 和 W, 有 相等 长 度 .图 


图 4.8 
在 上 述 定理 必要 性 的 证 明 中 ,实际 上 已 经 包含 了 最 短 闭 途径 的 作法 .对 任 
意图 G ,首先 ,把 它 的 全 部 奇 顶点 两 两 配对 ,每 对 之 间 用 重复 边 连接 起 来 ,使 奇 
顶点 变 为 侦 顶 点 ,这 样 G 变 为 一 个 多 重 Euler 图 (如 图 4. 8ta)) ,其 次 ,对 所 有 
重复 次 数 不 小 于 2 的 重 边 成 对 地 删 去 , 从 而 得 到 的 图 仍然 为 Euler 图 (图 
4,8(b)); 最 后 ,对 每 一 个 图 分 别 检查 重复 边 的 长 度 之 和 是 否 超过 圈 长 的 一 
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半 , 如 果 超 过 , 则 把 原来 重复 边 改 为 不 重复 边 , 把 不 重复 边 改 为 重复 边 (图 
4.8《c)). 反 复 进行 以 上 过 程 ,直到 不 能 进行 为 止 ,最 后 得 到 多 重 Euler 图 HH， 
则 五 的 Euler 回路 就 是 G 中 包 全 每 条 边 至 少 一 次 的 最 短 闭 途径 ,这 种 求 最 短 
投递 路 线 的 方法 就 叫 作 ”* 奇 偶 点 图 上 作业 法 "。 

知 要 指出 ,由 于 这 种 方法 要 检查 图 中 每 一 个 图 ,所 以 当 团 中 边 数 较 多 时 ， 
计算 量 将 非常 大 .1973 年 Edmonds 和 Johnson 提出 了 一 种 更 有 效 的 算法 。 


下 面 我 们 介绍 旅行 售货员 问题 。 

一 个 售货员 要 到 若干 有 直通 道路 的 城镇 推 销 商 品 , 然 后 回 到 出 发 地 , 问 他 
应 如 何 计 划 旅 行路 线 ,才能 使 得 对 每 个 城镇 都 能 到 达 且 只 到 达 一 次 ,而 且 使 总 
的 行程 最 短 ? 这 个 问题 就 称 为 旅行 售货员 问题 或 者 货 邹 担 问题 。 用 图 论 的 术语 
来 说 ,这 一 问题 的 目的 是 在 一 个 赋 权 完全 图 中 , 找 出 一 条 最 小 权 的 Hemilton 
园 。 直 到 目前 为 止 ,还 没有 求解 这 一 问题 的 有 效 算法 ,所 以 人 们 希望 找到 一 种 
简便 易 行 又 能 获得 相当 好 (但 不 必 最 优 ) 的 结果 的 方法 ,下 面 介绍 一 种 可 以 称 
为 逐次 改进 法 的 方法 。 

在 赋 权 完全 图 G 中 首先 找 出 一 条 Hamilton 图 C, 热 后 适当 修改 C 以 便 得 
到 具有 较 小 权 的 另 一 个 Hsmilton 图 ,修改 方法 如 下 。 

设 吕 一 wweoo 则 对 于 所 有 满足 1<i 十 1<7<2 的 :5 和 疡 我 们 得 到 
一 个 新 的 Hamilton 图 : 

Ci = Uva VV V2 Ua 

是 在 己 中 删 去 边 wa 和 viviti1 而 浔 加 边 vw; 和 vitivyti 所 得 到 的 一 个 新 
的 图 ,如 图 4.9 所 未 。 


Me 5 
图 4.9 
著 对 每 一 对 i 和 jl <<i 十 1 之 7 所), 有 
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kw) 十 turn < 人 (ou 二 wor 
则 显 见 回 Ci 是 在 图 C 的 基础 上 的 一 个 改进 。 

上 反复 使 用 上 述 方法 进行 改进 ,直到 得 出 一 条 用 这 种 方法 不 能 再 进行 改进 
的 图 为 止 ,当然 ,最 后 所 得 的 轿 不 一 定 是 最 优 的 ( 即 具有 最 小 权 的 Hamilton 
图 ) ,但 往往 是 一 个 相当 好 的 近似 结果 .如 果 从 不 同 的 Hamilton 图 开始 进行 上 
述 程序 ,常常 可 以 得 到 更 好 一 些 的 结果 。 

例 在 图 4.10 所 示 的 
同 权 完全 图 中 , 找 一 条 有 充 
分 小 权 的 Hamilton 图。 

最 初 的 有 路线 是 
ABCDEFA 权 为 237, 可 以 
如 图 4.11 所 示 进 行 三 次 修 
改 , 最 终 得 到 一 条 权 为 192 
的 图 。 

可 以 用 Krusekal 算法 来 
衡量 最 后 的 解 好 到 什么 程 
度 . 假 定 C 是 G 的 一 个 最 优 
Hamilton 图 ,那么 对 于 任何 
顶点 v,C 一 "是 如 一 "的 一 
个 生成 树 , 若 了 为 C 一 "的 最 
优 树 ,显然 有 图 4.11 

wT) < wl(C — vv) 
西端 同时 加 上 在 C 中 与 关联 的 两 条 边 。 与 了 的 权 , 则 

wT) 十 m(e) wf) Sw — 0) + we) + wf) = wc). 

这 就 给 出 了 wkC) 的 一 个 下 界 。 在 上 述 例子 中 , 取 顶 点 C 作 为。 点 ,可 求 得 

《图 4.12) 


w(T) = 122,w(e) = 21 wlf) = 35 
因此 可 以 得 出 结论 ,在 图 4. 10 中 ,一 条 最 优 Hamilton 图 的 权 w(C) 满足 
178 之 wtC) < 192。 
寻求 旅行 售货员 问题 的 相当 好 的 解 ,还 可 以 使 用 更 为 简便 的 近邻 法 ,这 个 
方法 的 步骤 是 ， 
1. 选 一 个 顶点 wm 作为 始点 ,并 寻找 与 m 关联 的 一 条 权 最 小 的 边 ve ,这 
样 得 到 一 条 初始 路 wz ,然后 按 步 靶 2 逐步 扩充 。 
2. 设 ~w 是 刚 加 到 这 条 路 上 的 一 个 顶点 ,在 所 有 不 在 这 条 路 上 的 顶点 中 ， 
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选取 一 条 与 w 关联 的 权 最 小 的 边 vv;+1, 并 将 
边 vw- 添加 到 这 条 路 上 ,这 样 得 到 一 条 扩充 
路 .重复 这 个 步骤 ,直到 G 中 所 有 项 点 包含 在 
路 中 为 止 。 

3. 将 最 后 加 到 路 中 的 顶点 v,_! 和 wo 连接 
起 来 ,这 样 就 构成 一 个 所 要 求 的 图 。 

对 上 述 算法 , 例 中 以 4 为 始点 可 得 到 权 
为 193 的 圈 。 


练习 


1 证明 在 下 图 所 示 嵌 权 图 中 
IUyvztwyrurwuTzyI 是 一 条 最 优 投递 路 线 。 

2. 设 G 是 赋 权 完全 图 ,VCCG) = {vv ve》 
且 它 的 边 权 由 答 阵 M = [mi] 给 出 ,其 中 pn 一 
mkaraj)。 运 用 教材 中 介绍 的 算法 求 一 个 权 尽 可 能 小 
的 Hamilton 图 。 


033273 
303 4 55 
M=l? 301 44 
24105 5 
7545 0 4 
545 4 0 


5 ”图 的 散 入 


G 能 嵌入 曲面 ,直观 上 是 指 G 能 在 帆 面 S 上 画 出 来 使 边 ( 对 应 于 中 
边 的 曲线 ) 只 在 与 它们 相互 关联 的 顶点 相交 ( 即 对 应 于 G 的 顶点 的 点 )。 这 一 
章 主 要 考虑 曲面 3 为 平面 的 情况 下 ,能 画 出 来 的 图 , 即 “ 平 面 图 ”, 在 “平面 图 ” 
的 研究 中 ,Euler 发 现 的 一 个 公式 起 了 关键 作用 。 


5.1 Euler 公式 


一 个 图 G 能 代入 曲面 $ 更 确切 地 可 描述 为 ,如 果 图 G 能 在 曲面 9 上 画 出 
来 使 得 ,G 的 任意 一 个 项 点 对 应 S 上 的 一 个 点 ! 不 同 顶 点 对 应 的 点 也 不 同 ; 任 
意 一 条 边 对 应 $ 上 的 一 条 连续 且 自 身 不 相交 的 曲线 , 旦 任意 两 条 边 对 应 的 曲 
线 在 除 它们 的 公共 端点 对 应 的 点 而 外 也 不 相交 , 则 称 图 G 能 供 入 曲面 5 或 者 
称 G 在 5 上 是 可 实现 的 。 

如 果 一 个 图 能 嵌入 平面 , 则 称 该 图 是 可 平面 的 或 者 为 可 平面 图 ,一 个 图 能 
在 平面 上 谋 入 等 价 于 能 在 球面 上 嵌入 ,为 了 看 清 这 一 点 ,构造 球面 到 平面 的 投 
影 : 设 $ 是 与 平面 * 相 切 的 球面 ,4 是 过 切 点 的 直径 的 另 一 个 端点 ,如 果 一 个 
图 G 以 某 种 方式 撕 入 球面 5, 且 A 不 与 6 的 顶点 对 诺 也 没有 G 的 边 通 过 A, 屠 
么 对 于 球面 5 上 的 任意 一 个 项 点 8(4 隆昌 ), 作 3 吾 的 延长 线 交 平面 * 于 点 C， 
则 称 C 为 在 平面 上 的 投影 ,这 样 图 G 能 够 投影 到 平面 ,由 此 产生 局 在 x 
上 的 一 个 届 入 .这 个 投影 的 揽 过 程 也 正好 表明 能 肉 入 平面 的 任何 图 也 能 在 球 
面 上 供 入 。 

如 果 一 个 可 平面 图 被 由 入 平面 ,那么 绕 人 平面 后 的 图 称 为 平面 图 .为 了 以 
后 狼 述 方便 ,一 般 用 CG 表示 可 平面 用 的 平面 让 入 .图 5.1 中 的 图 G, 宕 大 .是 
可 平面 图 ,尽管 画 的 不 是 平面 图 ,G: 全 K。. 既是 平面 图 也 是 可 平面 图 ;而 图 
G; 兰 Ks: 是 不 可 平面 图 ,下 面 将 给 出 这 个 断言 的 证 明 。 

平面 图 最 直接 的 应 用 是 在 电路 的 设计 中 ,实际 上 印刷 电路 板 和 集成 电路 
片 基本 上 是 可 平面 的 .如 果 对 应 于 印刷 电路 的 图 是 可 平面 的 ,那么 只 要 一 块 电 
路 板 就 够 了 ,否则 为 了 避免 短路 ,必须 进行 修改 , 钢 如 在 板 上 铅 洞 且 在 板 的 正 
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图 5.1 可 平面 图 ,平面 图 和 不 可 平面 图 

反 两 面 都 印刷 电路 ,或 者 用 多 于 一 块 的 印刷 电路 板 并 用 路 接线 把 它们 连接 起 
来 . 问题 自然 有 对 于 给 定 的 电路 图 C, 最 少 需要 几 块 印刷 电路 板 ?由 此 可 导出 
图 论 的 另 一 个 问题 。 

对 于 一 个 平面 图 G,G 的 所 有 边 将 平面 划分 为 若干 个 不 交 的 连通 区 域 ,每 
一 个 连通 区 域 称 为 G 的 一 个 面 ,对 于 平面 图 G 的 一 个 面 R,R 的 边界 是 由 对 应 
于 G 的 项 点 和 边 的 全 部 这 样 一 些 点 组 成 ,点 工 能 由 一 条 连续 曲线 连接 到 及 
中 的 一 点 , 且 这 条 曲线 上 的 所 有 点 ( 除 z 以 外 ) 都 是 属于 尺 的 .每 一 个 平面 图 都 
有 唯一 的 一 个 无 界面 , 称 为 @ 的 外 面 , 其 它 面 称 为 G 的 内 面 。 如 果 @G 嵌入 在 球 
面 上 ,那么 设 有 一 个 面 能 被 看 成 外 面 . 另 一 方面 ,对 于 任意 平面 图 G, 总 存在 G 
的 平面 媒人 使 得 G 的 某 个 已 知 面 变 成 外 面 , 所 以 平面 图 C 总 存在 平面 谋 入 使 
得 任何 顶点 或 者 边 落 在 外 面 的 边界 上 .图 5. 1 的 平面 图 C: 有 三 个 面 ,并 且 每 
个 面 的 边界 部 是 4 一 图 ,由 面 的 边界 定义 可 知 :平面 图 上 G 的 任何 一 个 面 R 的 边 
界 都 是 G 的 边 不 交 国 和 桥 的 井 。 

任何 连通 平面 图 的 阶 ,大 小 和 面 数 由 Euler 发 现 的 一 个 著名 公式 联系 着 。 

定理 $. 1(Euler 公式 ) ”如 果 G 是 一 个 具有 户 个 顶点 ,4 条 边 和 7 个 面 的 
连通 平面 图 ,那么 


pP—-g+r=2, 

证 明 ”对 g 使 用 归纳 法 , 当 g = 二 4 时 ,因为 p 二 1 且 7 二 1, 所 以 定理 成 立 。 
假设 对 于 具有 小 于 9(4 > 0) 条 边 的 连通 图 定理 成 立 , 设 图 GG 是 有 & 条 边 的 连 
通 平面 图 .如 困 G 是 树 , 那 么 p = 9 十 1 且 7 = 1, 所 以 定理 成 立 , 如 果 避 不 是 
树 , 设 e 是 G 的 一 条 转 边 , 则 G 一 。 是 连通 平面 图 满足 p= pCG 一 e) ,9 一 1 一 
9(G 一 e) 且 有 -一 1 个 面 ,所 以 ,由 归纳 假设 ,一 他 一 上 十 (一 1 一 2, 这 
意味 着 p 一 9 十 7 二 2, 定理 成 立 .图 

由 上 述 定 理 得 出 一 个 连通 可 平面 图 在 平面 上 任何 二 种 钳 入 所 产生 的 平面 
图 有 同样 多 的 面 数 ,因此 可 以 定义 连通 平面 图 的 面 数 .一 般 说 来 ,对 于 可 平面 
图 下 述 结果 成 立 。 

推论 5.1 如 果 G 是 一 个 有 个 顶点 ,g 条 边 和 个 面 的 平面 图 ,那么 

旋 一 9 二 r 一 1 十 AG)。 
如 果 对 于 可 平面 图 G 的 每 对 非 邻接 顶点 < 和 图 G 十 uw 是 不 可 平面 图 ， 
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则 称 G 为 最 大 可 平面 图 .由 最 大 可 平面 图 的 定义 可 得 ,如 困 G 是 至 少 有 三 个 顶 
点 的 最 大 可 平面 图 , 则 在 G 的 任何 平面 验 入 中 ,G 的 所 有 面 的 边界 都 是 三 角 
形 .由 于 这 个 原因 ,最 大 可 平面 图 也 称 为 平面 的 三 角 前 分 。 

对 于 一 个 已 给 项 点 数 请 的 可 平面 图 , 边 数 4 存在 一 个 上 界 ,q 的 上 界 可 以 
从 下 面 结果 中 得 到 。 

定理 5.2 如果 避 是 一 个 最 大 可 平面 的 (p,q) 图 , 且 p 之 3, 则 

2 一 3p 一 6。 

证 明 ” 放 @ 的 面 数 为 r. 由 于 中 每 个 面 的 边界 都 是 三 角形 ,而 每 一 条 按 
都 在 两 个 不 同 面 的 边界 上 ,因此 对 全 部 面 的 边界 上 的 边 数 求 和 可 得 3r . 另 一 
方面 ,在 这 个 求 和 过 程 中 ,每 一 条 过 重复 计算 了 两 次 ,所 以 3r 一 29。 

由 定理 5.1, 可 得 4 = 二 3p 一 6. 入 

推论 5. 2a ”如 果 侣 是 一 个 可 平面 的 (p,9) 图 且 p 之 3, 则 

2S3p 一 6。 

证 明 ”把 足够 儿 的 边 加 到 G 上 使 得 产生 的 (p,9') 图 0G 是 最 大 可 平面 图 。 
由 gq 三 q 及 g' 二 3p 一 6 可 得 4 之 3p 一 6. 国 

下 面 给 出 推论 5. 2a 的 一 个 直接 而 又 非常 重要 的 结果 。 

推论 5.2b ”任意 平面 图 包含 一 个 度 最 多 为 5 的 顶点 , 即 4(G) 之 5。 

证 明 设 忆 是 具有 顶点 集 V(G) = {v.52,…1v，} 的 一 个 可 平面 的 Cp,9) 
图 .如 果 p 达 6, 则 结果 成 立 , 从 而 可 假设 少 > 6. 如 果 避 的 全 部 p 个 顶点 的 虎 
太 于 或 等 于 6, 则 由 推论 5. 2a 可 得 : 


b 
6p < Ddeglu) — 29T6p — 12, 


矛盾 ,因此 G 至 少 包 全 一 个 度 最 多 为 5 的 顶点 . 国 

对 于 一 个 阶 至 少 为 4 的 最 大 可 平面 图 C@, 如 果 wE Y(G), 则 * 既 不 是 G 的 
孤立 点 也 不 是 悬挂 点 .如 果 deg(o) = 2 且 wwvzm E 忆 (G) , 则 边界 包 舍 ” 的 两 
个 区 城中 至 少 有 一 个 面 的 边界 不 是 三 角形 ,与 G 为 最 大 可 平面 图 矛盾 ,从 而 
CG) 之 3, 利 用 上 述 结论 ,可 以 得 到 最 大 可 平面 图 的 一 个 与 项 点 度 有 关 的 重要 
特性 ， 

推论 5.2e 设 G 是 一 个 阶 p(p 之 4 的 最 大 可 平面 图 , 且 p, 表 示 避 中 度 
为 了 的 顶点 个 数 (3 三 i 达 4(G) = n) ,那么 

3p: 十 2ps 十 ps = pr+ 2pa 十 … 十 人 一 6 加 十 12。 
证 明 设 4 二 4q(C). 由 定理 5.2 可 知 ,49 = 3p 一 6. 因 为 


p= Dp — Pip 
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从 而 
Di = p39 一 12。 
故 有 
3 加 十 22 十 加 一 加 十 22 十 …… 十 二 一 6) 记 十 12. 罚 
平面 图 的 理论 与 多 面 
体 的 研究 密切 相关 : 事实 
上 ,由 于 每 个 多 面体 PP 可 
以 与 一 个 连通 可 平面 图 
GCP) 相对 应 ,GCP) 的 顶 “ 
点 和 边 是 PP 的 顶点 和 梭 ， 
那么 GCP) 的 每 个 顶点 的 图 5.2 一 个 多 面体 和 它 相应 的 平面 图 
罕 至 少 为 3 由 于 @G(P) 是 一 个 平面 图 ,那么 尸 的 面 就 是 G(P) 的 面 , 并 且 CCP) 
的 每 一 条 边 落 在 两 个 不 同 面 的 边界 上 .图 5.2 表示 了 一 个 多 面体 和 它 相 应 的 
平面 图 。 
一 个 多 面体 P 的 顶点 , 棱 和 面 的 数目 分 别 用 V ,EE 各 下 来 表示 ,而 再 ,这 些 
分 别 是 连通 平面 图 GCP} 的 顶点 数 , 边 数 和 面 数 , 根 据 定理 5.1,V,E 和 下 是 相 
关 的 ,由 此 产生 的 这 个 结果 就 是 著名 的 Euler 多 面体 公式 。 
定理 5. 3(Euler 多 面体 公式 ) ”如 果 V,E 和 下 是 一 个 多 面体 的 顶点 数 , 梭 
数 和 面 数 , 那 么 
V—E+F-2. 
在 研究 一 个 多 面体 PP 时 (GCP) 也 同样 ), 用 V. 表示 度 为 = 的 项 点 个 数 且 
用 ,表示 n- 图 作为 边界 的 面 的 个 数 ,从 而 有 
2E= 2- = ZF (5.1) 
根据 推论 5. 25, 每 一 个 多 面体 至 少 有 一 个 度 为 3 4 或 5 的 顶点 .与 这 个 结果 相 
似 , 可 以 得 到 如 下 结果 。 
定理 5.4 ”每 一 个 多 面体 至 少 有 一 个 面 的 边界 是 m- 图 ,其 中 二 3,4 或 
5。 
证 明 ”假设 F, =F = Fs 一 0, 从 而 由 方程 (5.1) 可 得 : 
2E = DnF,. > 62F,= 6F, 
[| 把 
所 以 吾 之 3F ,同样 也 有 
2 = Sv. = SY: 一 3Y。 
由 定理 5. 3 可 得 ,Y 一 EF=2 从而” 
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2 ,1 四 
EaE+5E-2=E 2， 


矛盾 ,图 

一 个 正 多 面体 是 每 一 个 面 以 全 等 正 多 边 形 作为 边界 且 多 面体 的 顶 角 是 全 
等 的 多 面体 ,对 任意 一 个 正 多 面体 了 ,存在 自然 数 丸 和 名 使 得 V 二 Vi 且 记 一 
下 ,。 例 如 立方 体 是 正 多 面体 ,此 时 V 一 V; 且 FF 一 ,另外 还 有 四 个 正 多 面体 ， 
这 五 种 正 多 面体 也 被 称 鸭 品 体 , 在 两 干 多 年 前 ,希腊 人 已 经 知道 世界 上 只 有 五 
种 正 多 面体 。 

定理 $.5 ” 仅 有 五 种 不 同 的 正 多 面体 。 

证 明 ” 设 P 是 一 个 正 多 面体 且 GCP) 是 了 相应 的 平面 图 ,那么 由 定理 
5.3 可知 :V 一 E 十 让 二 2, 其 中 V.E 和 下 分 别 表 示 GCP) 的 顶点 . 边 数 和 面 数 ， 
因此 

—8=4E— dV —4F=2E+2E— 4 —4F 


= SF + Dav, — 4 — 4 OF, 
Ea Ea Ga Ca 


= Pp 一 WF,+ Pp — 4)V,, 
因为 PP 是正 多 面体 ,所 以 存在 整数 hth 之 3) 和 (4 之 3), 使 得 FF 二 FV 一 
:4 
—8= (ho Ft AV, AF, = kV, ~— 2E, (5. 2) 
由 于 3 三 和 之 5,3 往 各 芝 5, 故 A 和 存在 九 种 可 能 的 取 值 . 
情况 1 如果 产 一 3, 二 3, 风 (5.2) 式 为 
—8=—F,—V, 有 3F,= 3V,, 
所 以 二 WV, 一 4. 因此 PP 是 正四 面体 (正四 面体 是 唯一 满足 F, 一 Y: 一 
4 的 正 多 面体 )。 
情况 2 如 果 记 二 3, 二 4, 则 (5.2) 式 为 
—8=— F, 有 3F,= 4V,, 
所 以 了 ,二 8,V, 一 65, 这 意味 着 了 是 正八 面体 。 
情况 3 如 果 记 二 3,# 二 5, 则 (5. 2) 式 为 
一 8 一 一 十 7 上 且 3P 一 5V:， 
所 以 下 二 20,Vs 二 12, 从 面 P 是 正二 十 面体 。 
情况 4 如 困 衣 二 4, = 二 3, 则 (5.2) 式 为 
一 8 = 一 Vi 和 4F, = 3V,, 
这 样 V = 8,F 二 6, 故 P 是 立方 体 一 下 六 面体 。 
情况 5 如果 产 一 4 光一 4, 这 是 不 可 能 的 ,因为 (5. 2) 式 变 为 一 8 二 0。 
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情况 6 如 条 二 4,k = 5, 这 种 情况 也 不 可 能 出 现 , 否 则 由 (5. 2) 式 可 得 
一 8 一 V. 

情况 7 如 果 h 二 5.8 二 3, 则 (5.2) 式 为 

—8= F,—V:H 5F,= 3V;, 

求解 上 式 可 得 Fs = 12,V; = 20, 所 以 了 是 正 十 二 面体 。 

情况 8 ”如果 有 二 5 一 4, 则 由 (5. 2) 式 可 得 一 8 = 上 ,这 是 不 可 能 的 。 

情况 9 ”如果 有 二 5,& 二 5, 则 由 (5.2) 式 可 得 一 8 = Fs 十 Vs。 这 也 是 不 
可 能 的 。 

由 此 可 知 所 有 正 多 面体 仅 有 五 种 .图 

图 5. 3 表示 了 五 种 正 多 面体 图 。 


仿 辐 人 4 


八 面体 


仿 人 


十 二 面体 站 十 面体 
图 5.3 正 多 面体 图 
练习 


+ 给 出 一 个 没有 顶点 度 小 于 5 的 平面 图 例子 。 

, 证明, 任意 一 个 阶 疡 之 4 的 平面 图 至 少 有 4 个 顶点 的 度 小 于 或 等 于 5。 

. 证明 推 论 5.1。 

+ (a) 证 明 : 可 平面 的 (p,9) 图 是 最 大 可 平面 图 当 且 仅 当 qg 一 3p 一 6。 
(hb) 证 明 ; 只 存在 一 个 4- 正则 最 大 可 平面 图 。 

5. 图 G 是 最 小 不 可 平面 的 ,如 果 忆 是 不 可 平面 图 ,但 对 GG 的 任何 一 条 边 < 


Dr 
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G 一 ^ 是 可 平面 的 证 明 最 小 不 可 平面 图 是 连通 的 且 是 一 个 块 。 
5.2 平面 图 的 特征 


根据 平面 图 的 定义 ,平面 贸 的 研究 必须 涉及 平面 拓扑 学 。 然 而 ,在 这 里 我 
们 不 严格 地 采用 拓扑 方式 论述 ,而 仅 满 足 于 采用 朴素 的 拓扑 观点 .这 样 ,就 不 
至 于 模糊 平面 图 主要 的 组 合 面 魏 。 

与 平面 图 研究 特别 有 关 的 拓扑 学 成 果 是 Jordan 曲线 的 一 些 内 容 (一 条 
Jordan 曲线 是 指 一 条 连续 的 .自身 不 相交 的 .起 点 和 终点 相 重合 的 曲线 ) .平面 
图 的 轿 中 各 条 边 的 并 集 构成 一 条 Jordan 曲线 ,这 正 是 Jordan 曲线 的 性 质 能 在 
平面 图 理论 中 起 作用 的 原因 .下 面 重 温 一 个 有 关 Jordan 曲线 的 著名 定理 。 

设 了 是 平面 上 的 一 条 Jordan 曲线 ,平面 的 剩余 部 分 被 分 为 两 个 不 相交 的 
并 集 , 称 为 v 的 内 部 和 外 部 ,分 别 记 为 int《J) 和 ext(J), 并 且 用 IatCv) 和 
Ext(J) 表示 它们 的 闭 包 .显然 Int(v) 门 Ext(v) 一 JJordan 曲线 定 理 指出 : 连 
接 int(v) 的 任意 点 和 exttJ) 的 任意 点 的 任何 曲线 必 在 某 一 点 与 了 相交 ,尽管 
在 直观 上 这 个 定理 是 明显 的 ,但 是 它 的 严格 证 明 却 十 分 困难 。 

在 平面 图 的 研究 中 有 两 个 图 天 s 和 天 :1( 图 5.4 所 示 ) 起 了 关键 性 作用 ,下 
面 从 研究 图 玉 ; 和 KK 的 特性 开始 。 


Ks: K(3. 3): 


图 5.4 不 可 平面 图 Ks 和 3.3 

定理 5.6 图 天 , 和 天,.， 是 不 可 平面 图 。 

证 明 ”首先 证 明天 :是 不 可 平面 图 .假设 天 蚌 可 平面 图 .因为 K; 有 p= 
5 个 顶点 ,有 9 = 10 条 边 , 且 

10=g>3p—6=9, 
这 与 推论 5. 2a 矛盾 ,所 以 Ks 是 不 可 平面 图 。 

下 面 证 明 K;. 是 不 可 平面 图 ,假设 Ks., 蚌 可 平面 图 。 考 虞 它 的 任何 一 沾 平 
面 谋 入 ,因为 KK. 是 二 部 图 ,所 以 Ks. 不 合 奇 园 , 这 样 它 的 每 一 个 面 的 边界 为 
偶 长 图 . 设 KK.s 有 7 个 面 .在 全 部 7 个 面 上 ,对 每 个 面 边 界 的 边 数 求 和 ,用 入 代 
表 这 个 结果 ,于 是 NN 之 47。 因 为 在 和 数 入 的 计算 过程 中 每 条 边 计 算 了 二 次 , 且 


Ki 有 4 一 9 条 边 , 故 N = 18, 从 而 > 入 号. 由 定理 5.1 可 得 r 一 2 一 户 十 4 一 
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5, 这 是 不 可 能 的 ,所 以 大 :,: 是 不 可 平面 的 .图 

为 了 给 出 关于 图 G 是 可 平面 的 一 个 重要 判别 法 ,需要 引入 图 上 的 一 些 新 
概念 ,一 个 非 空 图 G 的 基本 细 分 是 从 GG 中 移 去 某 一 条 边 。 = wv, 并 且 加 上 一 个 
新 的 顶点 多 和 两 条 边 ww 及 ww 得 到 的 图 .图 G 的 一 个 细 分 是 从 G 开始 通过 一 
系列 基本 细 分 得 到 的 图 .如 果 图 二 衬 G 或 者 图 二 同 构 于 图 G 的 一 个 细 分 , 则 
称 图 五 为 从 G 同 路 如 果 存 在 一 个 图 G; 使 得 图 G, 和 图 G: 都 为 从 G; 同 胚 , 则 
称 图 C, 与 图 G: 是 同 胚 的 .图 5. 5 中 的 图 G, 和 G: 是 互相 同 证 的 ,因为 每 一 个 
都 从 G, 同 胚 ,但 是 G, 和 G, 都 不 从 另 一 个 图 同 是 。 


DA AL 


图 5.5 同 是 

容易 验证 ,图 与 图 之 何 的 同 眶 关系 是 一 个 等 价 关系 .由 此 图 集 可 以 分 成 等 
价 类 ,两 个 图 属于 间 一 类 当 且 仅 当 它们 是 辣 胚 的 .最 然 与 一 个 图 G6 同 是 的 任何 
图 是 可 平面 的 还 是 不 可 平面 的 取决 于 G 是 否 为 可 平面 的 .同样 如 果 一 个 图 G 
包含 一 个 不 可 平面 图 的 细 分 ,那么 G 也 是 不 可 平面 的 .把 这 些 事实 与 上 述 结果 
结合 起 来 ,就 得 到 下 面 结论 。 

定理 $.7 如 果 图 包含 一 个 与 KK 或 者 与 &,,; 同 凸 的 子 图 ,那么 图 G 是 
不 可 平面 图 。 

事实 上 ,定理 5.7 的 六 定理 也 是 正确 的 .定理 5.7 以 及 它 的 逆 定 理 提供 了 
可 平面 图 的 判别 法 . 毫 无 疑问 它 是 图 论 中 最 著名 的 定理 之 一 。 在 给 出 由 
Kurstowski 首先 描述 的 这 个 结果 以 前 ,需要 给 出 可 平面 图 的 另外 一 个 特征 。 

定理 5.8 ”一 个 图 是 可 平面 图 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 块 是 可 平面 的 。 

证 明 ”显然 ,一 个 图 G 是 可 平面 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 分 支 是 可 平面 的 。 
所 以 可 以 假设 G 是 连通 的 .如 果 G 是 可 平面 的 ,当然 G 的 每 一 个 块 是 可 平面 
的 ,从 而 必要 性 成 立 。 

为 了 证 明 充 分 性 ,对 艰 的 块 数 进行 归纳 .如 果 G 只 有 一 个 块 且 这 个 块 是 可 
平面 的 ,那么 G 是 可 平面 的 .假设 对 块 数 小 于 nln 之 2) 的 所 有 连通 图 ,充分 性 
成 立 . 设 图 G 是 有 个 块 且 每 一 个 块 是 可 平面 的 . 取 昌 是 GG 的 一 个 县 挂 块 ,并 
且 w 表 示 B 包含 的 图 G 的 唯一 的 割 点 . 记 G' 一 G 一 (VC(B)Nv)), 则 G' 是 从 
G 中 去 掉 属 于 号 且 不 闻 于 v 的 全 部 项 点 后 产生 的 图 .因为 G' 的 块 数 为 4 一 1， 
由 归纳 艘 设 可 知 G' 是 可 平面 图 .又 因为 块 8 是 可 平面 的 ,从 而 存在 呈 的 平面 
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能 入 使 = 蒂 在 外 面 的 边界 上 ,在 边界 上 包含 w 的 G' 任何 一 个 平面 嵌入 的 面 内 ， 
总 可 以 被 适当 地 放 人 和 使 得 G' 和 只 中 标号 为 "的 两 个 顶点 “重合 "由 此 得 到 图 
C 的 一 个 平面 嵌入 ,所 以 G 是 一 个 可 平面 图 ,加 

设 己 为 图 C 的 一 个 不 包含 天 立 顶点 的 给 定子 图 ,在 ECG)\NE(H) 上 定义 
关系 ~ 如 下 :el ~ 64 当 且 仅 当 存在 图 C 一 ECH) 中 的 一 条 路 了 使得 ， 

(DP 的 第 一 条 边 和 最 后 一 条 边 分 别 是 < 和 ,并 且 

Gi)P 的 任意 一 个 内 部 顶点 不 与 如 的 边关 联 。 

容易 验证 关系 ~ 是 E(G)\E(H) 上 的 一 个 等 价 关系 。 由 关系 一 的 等 价 类 
导出 的 G 一 ECH) 的 子 图 称 为 G 中 杏 的 片 ,从 片 的 定义 可 以 直接 推出 :车 8 是 
吾 的 片 , 则 B 为 达 通 图 , 且 8 的 任意 两 个 顶点 之 间 都 存在 与 如 内 不 交 的 路 . 另 
外 可 知 , 瑟 的 两 个 不 同 片 的 所 有 公共 顶点 一 定 是 吾 的 顶点 .对 于 五 的 片 号, 记 
VCH) 门 Y(5) 一 了 (有 ,好 ), 称 这 个 集合 为 召 与 如 的 接触 顶点 集 , 且 该 集合 中 
的 每 一 个 顶点 称 为 如 与 好 的 接触 项 点 ,下 面 主要 研究 图 C 的 片 , 为 了 避免 重 
复 ,约定 将 “C 的 片 ” 简称 为 “ 片 ", 且 所 有 的 片 均 是 给 定 园 C 的 片 。 

在 连通 图 中 ,每 个 片 至 少 有 一 个 接触 顶点 ,而 在 块 中 ,每 个 片 至 少 有 两 个 
接触 顶点 ,具有 居 个 接触 顶点 的 片 称 为 上 片 如 果 两 个 上 片 具有 相同 的 接触 项 
点 , 则 称 为 等 价 上 片 ,如 果 互 为 & 之 2) 片 ,出 由 吾 的 所 有 接触 顶点 将 C 分 为 
二 条 边 不 交 的 路 , 称 为 B 的 段 .如 果 一 个 片 的 所 有 接触 顶点 位 于 另 一 个 片 的 同 
一 段 中 , 则 称 这 两 个 片 互相 回避 ; 否 则 称 它们 交友 。 设 昌 和 8B' 为 两 个 片 wa' yz 
和 为 C 的 四 个 不 同 顶 点 , 且 顶 点 x 和 vw 是 BB 的 接触 顶点 ,顶点 w 和 ww 是 BB 
的 接触 顶点 .如果 这 4 个 顶点 按 循环 顺序 wz' ,am 排列 在 C 上 , 则 称 B 和 8B 
是 偏 斜 的 。 

在 图 5.6 中 , 片 8, 和 Bi 是 等 价 3 片 ! 片 B; 和 号 是 互相 回避 的 ! 片 8, 和 
5B, 是 交 重 的 ! 片 B, 和 8, 是 偏 幸 的 而 片 B, 和 有 不 是 偏 斜 的 。 

引 理 $s.9a 车 两 个 片 交 雪 , 则 它们 或 者 是 偏 斜 的 ,或 者 是 等 价 3 片 。 

证 明 ”假设 片 8 和 B' 交 县 .显然 每 个 片 都 至 少 有 两 个 接触 顶点 。 若 忆 和 
Br 中 有 一 个 是 2 片 , 则 容易 验证 它们 必然 是 偏 斜 的 ,所 以 可 以 假设 号 和 也 都 
至 少 有 3 个 接触 顶点 .下 面 分 两 种 博 况 讨论 ; 

情况 1 8 和 B' 不 是 等 价 片 .存在 B' 的 一 个 接 租 顶点 w 在 B 的 两 个 相继 
接 稻 顶点 w 和 vw 之 间 。 由 于 B' 和 呈 交 有 登 ,存在 如 的 另 一 个 接触 顶点 不 在 8 
的 连接 w 和 ww 的 段 上 .由 此 可 得 BB 和 B 是 偏锋 的。 

情况 2 8 和 B' 是 等 价 #(% 之 3) 片 . 若 上 之 4, 则 B 和 和 B' 是 偏 科 的 ! 若 
《二 3, 则 B 和 B' 是 等 价 3 片 .加 

引 理 $. 9b 若 片 8 至 少 有 三 个 接触 顶点 wv 和 vw, 则 在 VC(B8)\V CC) 中 
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存在 一 个 顶点 vw 使 得 在 BB 中 存在 
与 C 内 不 交 的 ,分 别 连接 顶点 wo 
到 vi,vs 和 如 的 、 三 条 内 不 交 的 路 
Pi,P, 和 P,, 

证 明 设 P 是 B 中 与 C 内 
不 交 的 一 v0; 路 , 则 必 有 P 的 一 
个 内 部 顶点 wv, 否则 ,B 一 ,与 B 
至 少 有 三 个 接触 顶点 蔬 盾 . 设 Q 
是 BB 的 一 条 与 C 内 不 交 的 一 mm 
路 , 且 v 是 Q 与 P 的 最 后 一 个 公 


共 顶 点 。 令 P, 为 P 的 wo 子 图 5.6 图 中 的 片 
路 1P, 为 P 的 ww 一 v4 子路 有 PP; 为 QQ@ 的 ww 于 路 , 则 P,P 和 Ps 恰 好 满足 
引 理 结论 .加 


假设 C 为 平面 图 ,C 为 局 的 图, 则 C 是 平面 上 的 一 条 Jordan 曲线 ,而 
E(C)W(C) 的 每 条 边 一 定 包含 在 两 个 区 域 InttC) 和 Ext(C) 之 一 中 。 由 此 可 
知 , 任何 一 个 C 的 片 或 者 全 部 包含 在 Int(C) 中 ,或 者 全 部 包含 在 Ext(C) 中 。 
全 部 包含 在 Ext(C) 中 的 片 称 为 外 片 ,全 部 包含 在 Inr(C) 中 的 片 称 为 内 片 。 

引 理 5. 9e ”任意 两 个 内 片 (或 外 片 ) 是 互相 回避 的 。 

证 明 ”用 反 证 法 。 设 B 和 B' 是 两 个 互相 交合 的 内 片 由 引 理 5. 9a ,它们 
必然 是 偏 斜 的 或 者 是 等 价 3 片 。 

如 果 互 和 好 是 偏 伴 的 , 则 存在 忆 的 接 扔 项 点 :和 "以 及 冲 的 接触 顶点 驻 
和 wv 使 得 x,u' avv 按 循 环 顺 序 排列 在 C 上 ,。 设 叫 是 召 中 与 C 内 不 交 的 x 一 * 
路 ,P' 是 B' 中 与 C 内 不 交 的 w 一 v' 路 .因为 路 号 和 P' 属于 不 同 的 片 , 所 以 它 
们 是 内 不 交 的 ,又 因为 B 和 B' 是 内 片 , 故 卫 和 了 P' 必须 包含 在 Int(C) 中 ,根据 
Jordan 曲线 定理 ,G 不 是 平面 图 ,与 引 理 条 件 矛 盾 。 

从 而 可 假设 互 和 B' 是 等 价 3 片 . 设 互 和 弛 的 公共 接 甬 项 点 集 是 {fzivez， 
zj ,由 引 理 5. gb ,在 妃 中 存在 顶点 ww 以 及 与 C 内 不 交 的 .分别 连 接 项 点 w 到 
viovs 和 vs 的 .三 条 内 不 交 的 路 P,P， 和 P,。 类 似 地 ,B" 有 一 个 顶点 vw。 及 与 C 
不 交 的 ,分 别 连 接 顶 点 vo 到 vi,v， 和 vs 的 ,三 条 内 不 交 的 路 P,P'; 和 P';。 由 
于 路 P,P 和 PP, 将 int(C) 划分 为 三 个 区 域 , 且 vs 必然 位 于 这 三 个 区 域 之 一 
的 内 部 ,由 于 包含 wv。 的 区 域 的 边界 只 能 包含 v4,vs 和 wv 中 的 两 个 顶点 ,所 以 另 
一 个 顶点 一 定位 于 该 区 域 的 外 部 。 根 据 Jordan 曲线 定理 , 迷 接 该 区 域内 外 两 
个 项 点 的 曲线 一 定 与 区 域 边 界 相交 ,与 G 为 平面 图 矛盾 ， 

从 面 可 以 断言 ,内 片 互相 回避 . 辐 理 ,外 片 也 互相 回避 . 国 
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设 G 是 一 个 平面 图 ,C 是 G 的 一 个 痢 且 8 是 C 的 内 片 ,如 果 存在 图 G 的 另 
一 个 平面 嵌入 @ 使 得 除去 在 G' 中 是 C 的 外 片 以 外 ,G' 和 G 是 恒 等 的 , 则 称 
G' 是 从 G 移动 而 得 到 的 平面 图 , 且 称 B 是 可 移动 的 。 

引 理 s.94 与 每 个 外 片 都 互相 回避 的 内 片 是 可 移动 的 。 

证 明 ” 设 厂 是 与 每 个 外 片 都 互相 回避 的 内 片 , 则 五 的 所 有 接触 顶点 都 位 
于 G 的 包含 在 Ext(C) 中 的 某 沾 面 的 边界 上 ,于 是 吾 能 饮 画 在 这 个 面 中 ,所 以 
互 是 可 移动 的 . 国 

引 理 .9e 。 如果 G 为 最 小 的 不 可 平面 图 , 则 G 是 3- 连通 的 。 

证 明 ”假设 G 是 最 小 的 不 可 平面 图 , 且 CG 不 是 3- 迷 通 的 ,由 于 G 是 最 小 
的 不 可 平面 图 ,所 以 G 是 连通 的 且 G 是 一 个 块 。( 见 第 5. 1 节 练习 5) 

如 果 存 在 G 的 2 顶点 割 luia} 使 G 一 {u,v) 不 连通 , 记 C 为 G 一 {u,v} 
的 一 个 连通 分 支 ,C, 一 (Y(G') U faroj) 十 e 且 Gs 二 G 一 V(G') 十 es 其 中 e 
二 uo( 如 果 uw E E(G), 则 在 Gl 和 Gs 中 不 再 加 入 边 uw 即 可 ). 由 G 为 最 小 不 
可 平面 图 可 知 ,G1 和 G; 是 可 平面 图 , 且 存 在 G, 和 CG: 的 平面 嵌入 G 1 和 全: 使 
得 对 应 于 uw 的 边 位 于 外 面 的 边界 上 .将 6 , 画 在 6 ,的 外 面 上 ,移动 6 ,使 得 
对 应 于 。 的 边 重 合 ,由 此 得 到 G 是 可 平面 的 ,矛盾 . 国 

在 Kuratowski 定理 的 证 明 中 ,约定 以 下 简化 记号 , 设 C 为 平面 图 G 的 一 
个 图, 则 C 存在 两 种 可 能 的 定向 , 即 “ 希 时 针 ” 和 “ 揽 时 针 ” 方 向 .对 于 C 上 的 任 
意 两 个 顶点 4 和 vw, 用 C[u,2] 表示 沿 着 C 的 逆 时 针 方 向 的 一 条 4 一 0 路 ;类 似 
地 ,用 Cu,v],C[fu,v) 和 CCayo) 分 别 表示 咯 C412] 一 4,Cfu,v] 一 2 种 
Cfu,v] — {uv} 

定理 5. 9(Kuratowski》 一 个 图 是 可 平面 的 当 且 仅 当 它 不 包含 与 K; 或 
与 Ks. 同 胚 的 子 图 ， 

证 明 ”定理 5.7 保证 定理 的 必要 性 或 立 ,因此 只 需要 证 明 充分 性 即 可 。 
由 定理 5.8, 只 要 证 明 ,如果 一 个 抉 不 含 与 KK; 或 与 帮 . 同 胚 的 子 图 ,那么 它 是 
可 平面 的 用 反 证 法 ,假设 存在 块 不 包含 与 天 ,或 与 及 ,: 同 胚 的 子 图 ,但 是 它 是 
不 可 平面 的 .在 全 部 这 样 的 块 中 , 设 G 是 最 小 的 一 个 块 , 即 当 FH 也 是 不 可 平面 
的 块 时 ,PIGC) 之 pCH) ,或 者 plG) = plH) 自 q9(G) 一 9( 有 )。 

由 引 理 5. 9e 可 知 :G 是 3- 连通 的 , 且 CG) 之 3。 由 推论 2. 9, 图 G 不 是 一 
个 最 小 块 ,所 以 存在 一 条 边 。 = wo, 使 太一 G 一 。 也 是 一 个 块 .因为 可 不 包含 
与 Ks 或 与 Ki.: 同 胚 的 子 图 , 且 pCH) 一 p(G),9CH) <9(G) ,所 以 妃 是 可 平 
面 的 ,又 因为 太 是 一 个 块 ,所 以 存在 厂 的 一 个 轿 C 同时 包含 顶 点 zx 和 ,选取 
五 的 一 个 平面 饶 入 应 和 新 中 的 同时 包含 顶点 和 的 圈 C 使 得 C 内 部 的 面 数 
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最 多 .由 序 和 C 的 选取 方式 可 知 :这 中 忆 的 每 一 个 外 片 必然 仅 有 两 个 接触 顶 
点 , 且 一 定 是 交 登 于 “op 的 ,否则 若 某 一 个 外 片 是 上 之 3 的 上 片 ,或 者 是 回避 v， 
”的 2 片 , 则 存在 一 个 同时 包含 wz, 而 且 内 部 面 数 比 C 更 多 的 图 C'( 见 图 5. 7， 
其 中 用 粗 线 表示 C'), 这 与 忆 的 取 法 矛盾 。 


(a (b) 
图 5.7 


事实 上 , 妇 中 的 所 有 外 片 必 然 是 只 包含 一 条 边 ,否则 ,车 具有 接触 顶点 
和 y 的 2 片 存在 第 三 个 顶点 wm, 则 {z,3?} 为 @ 的 2 顶点 创 , 与 引 理 5. 9e 的 结论 
矛盾 ， 

根据 引 理 5. 9c, 没 有 两 个 内 片 交 知 。 另 一 方面 ,存在 矿 的 一 个 内 片 既 偏 笠 
于 uv, 也 与 某 一 个 外 片 交 村 ,否则 ,由 引 理 5. 9q, 所 有 偏 斜 于 zx 的 内 片 都 是 可 
移动 的 ,从 而 可 以 移动 所 有 这 样 的 内 片 , 最 后 将 ww 画 在 C 的 内 部 ,由 此 可 得 到 
已 的 一 个 平面 媒人 ,与 如 是 不 可 平面 图 矛盾 , 设 旦 是 一 个 既 偏 笠 于 ww, 又 偏 斜 
于 外 片 zy 的 内 片 , 且 wz 和 ?在 C 上 按照 递 时 针 方 向 排列 ， 

下 面 按照 8 是 否 具有 不 同 于 ww,z 和 > 的 接触 顶点 ,分 两 种 情况 进行 讨 
论 。 

情况 ! 号 有 不 同 于 um,z 和 ?的 接触 项 点 ww ( 见 图 5.8) ,假设 vv 在 Cku， 
z) 上 (wi 在 路 CClz,v),Ctv,y) 或 者 CCy,x) 上 的 情况 与 w 在 Clz,z) 上 时 的 
讨论 方法 完全 一 样 ), 下 面 按照 B 在 CCv,y) 中 是 否 有 接触 项 点 分 两 种 情况 进 
行 考察 。 

情况 1.1 8 在 CCv,y) 中 有 接 扔 顶点 wa 此 时 ,在 互 中 存在 一 条 与 忆 内 不 
交 的 v1 一 ws 路 .因此 由 ECC) UECP) U {fzzvz?y) 导出 的 加 的 子 图 与 天. 同 
是 ( 见 图 5.8), 与 局 不 舍 与 KK3.s 同 胚 的 子 图 矛盾 ， 

情况 1.2 8 在 Clv,y) 中 没有 接 起 顶点 。 由 于 召 与 xo 和 zy 均 是 偏 斜 的 ， 
于 是 ,8B 在 C[y,w) 中 有 接触 顶点 w*, 且 虽 在 CCz,p] 中 有 接 击 项 点 w:，, 故 马 有 
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三 个 接触 顶点 wz 和 zi。 由 引 理 5, gb,V(B)NV(C) 中 存在 一 个 顶点 wo, 以 及 
与 C 内 不 交 的 分别 连接 顶点 mm 到 wz, 和 mm 的 .三 条 内 不 交 的 路 Pi,P: 和 
Ps 由 EE(C)Y U ECPD) U EC(Ps) U ECP,) U {uv,zy} 导出 的 安 的 子 围 包 人 对 与 
Ks. 同 胚 的 子 图 ( 见 图 5. 9 ,与 G 不 舍 与 KK,.s 同 胚 的 子 图 矛盾 。 


图 5.8 图 5.9 


情况 2 除 上 sz,z 和 ?以 外 ,号 不 存在 其 它 的 接触 顶点 .由 于 互 对 于 ww 和 
zy 都 是 偏 斜 的 ,所 以 zzz 和 2? 均 是 妃 的 楼 触 硕 点 , 且 号 中 存在 与 C 内 不 交 
的 zx 一 路 忆 和 zy? 路 入 满足 VCP) mn 7(Q) 天 分 .下 面 按照 忆 和 名 公共 顶 
点 的 个 数 分 两 种 情况 考察 ， 

情况 2.1 [VCP) NVCQ)|=1. 此 时 ,由 ECC) U ECP) UECQ) U {uv, 
Zzy} 导出 的 加 的 子 图 与 及 , 同 有 是 ( 见 图 5. 10》, 所 以 与 定理 条 件 矛 盾 ， 


图 5. 10 图 5.11 


情况 2 2 |YCP) 站 VCQ)| 宇 2. 此 时 ,存在 P 与 Q 的 第 一 个 公共 顶点 
和 最 后 一 个 公共 项 点 w 使 得 的 w 一 + 子路 PP 和 w 一 wu 子路 了 ,与 人 @ 是 内 不 
交 的 ,此 时 ,由 EC(C》 U ECQ) U ECPD U ECP) U fuv,zy}) 导出 的 局 的 子 图 
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包含 与 天 同 胚 的 子 图 ( 见 图 5. 11), 与 G 不 售 与 必 ;,; 同 禾 的 子 图 矛盾 。 

所 有 情况 都 导出 矛盾 ,从 而 定理 结论 成 立 . 图 

Petersen 图 是 不 可 平面 的 ( 见 图 5. 12(a)) ,因为 它 和 包含 一 个 图 5. 12(b) 的 
图 为 子 图 , 且 这 个 子 图 与 六 ,同上 胚 ,尽管 它 与 完全 图 攻 : 非常 类 似 , 但 Petersen 
图 的 确 不 包含 与 有 同 县 的 子 图 。 


图 5. 12 Fetersen 图 和 一 个 与 天 同 胚 的 子 图 

在 平面 图 的 应 用 中 ,例如 印刷 电路 板 的 设计 ,不 仅 需要 了 解 给 定 的 图 是 否 
为 可 平面 图 ,而 且 需要 知道 如 果 给 定 图 是 可 平面 图 , 则 如 何 得 到 它 的 一 个 平面 
工 入 .这 样 的 问题 就 是 平面 图 的 算法 问题 ,给 定 一 个 图 ,采用 什么 样 的 方法 可 
以 判断 它 是 否 是 可 平面 的 , 且 当 它 是 可 平面 图 时 ,可 以 直接 得 到 它 的 一 个 平面 
习 入 ,为 了 给 出 解决 这 个 癌 题 的 好 算法 ,引入 某 些 附 加 术语 。 

设 开 是 图 G 的 一 个 平面 子 图 .如 果 G 是 可 平面 的 且 片 能 够 延 拓 到 的 一 
个 平面 媒 入 CG, 即 万 为 C 一 个 平面 子 图 , 则 称 姜 是 G- 可 延 拓 的 . 设 是 图 5. 13 
中 的 图 ,对 于 图 5.13 的 平面 子 图 村 ,和 要 ,其 中 玉宇,HH, 是 -可 廷 折 的 
但 H, 不 是 CG- 可 延 拓 的 。 

设 太 是 图 G 的 一 个 平面 子 图 且 R 是 女 的 一 个 面 ,如 果 人 中 村 的 片 P 的 
全 部 接触 项 点 还 在 RR 的 边界 上 , 则 称 下 是 一 个 R- 片 .对 于 要 的 任意 一 个 片 ， 
记 声 (F,H) = {RIF 是 一 个 R- 片 }. 如 图 5.14 所 未 ,HH 是 G 的 平面 子 图 ,F 是 
G 中 如 的 一 个 片 , 且 霓 (FP,H) = {R1)。 

定理 5.10 ”如 果 可 平面 图 G 的 一 个 平面 子 图 片 是 G- 可 竹 折 的 且 忆 关 
各 ,那么 对 于 局 中 及 的 每 个 片 F,9R(F,H) 过 好。 

证 明 ”由 于 图 片 是 G- 可 媳 拓 的 , 则 存在 G 的 平面 姑 人 C 使 得 二 局 .对 


图 5.14 

于 G 中 所 的 任意 个 片 B,B8 对 应 的 子 图 定 完 全 位 于 所 的 某 个 面 R 内 ， 
从 而 及 E 霓 (B,H) 天 厅 , 定 理 结论 成 立 . 国 

由 于 一 个 图 是 可 平面 图 当 且 仅 当 它 的 每 “个 块 是 可 平面 的 ,所 以 只 要 考 
察 G 的 每 ”个 块 即 可 .给 定 了 一 个 2- 连 通 图 G 后 ,算法 就 确定 了 G 的 一 | 可 平 
面子 图 G1 三 :之 n) 以 及 对 应 的 平面 嵌入 C (1 i nn) 使 得 对 任意 1 
i<mG， Git ,而且 当 G 是 可 平面 图 时 ,每 一 个 平面 子 图 和 是 6G 可 延 打 
的 ,最 后 算法 终止 于 G 的 一 个 平面 眶 入 G. 

算法 SA 给 定 个 2 连通 图 G: 

1 设 G, 是 G 的 一 个 圈 且 6 是 G 的 平面 嵌入 , 秆 :一 1 

2. 如 果 E(GY\NECG;) = 万 ,那么 G 是 可 平面 的 且 G, 就 是 G 的 一 个 平面 垦 
入 ,从 而 停止 .否则 确定 G 中 平面 子 图 人 的 全 部 片 , 且 对 每 ”个 片 了 ,确定 集 
RF, 6) 

3. 如 果 存 在 G 中 G, 的 一 个 片 F 满 足够 (F,G; ) 一 名 ,那么 G 是 不 可 平面 
的 ,从 而 停止 如 果 存 在 一 个 片 书 使 得 完 (FG ) ”1, 那 么 选取 片 F 和 面 
ROR € 宏 (F，Gi )), 否 则 任 取 G, 的 个 片 天 以 及 G 的 一 个 面 R 使 RE 
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EA 

4. 选择 下 中 的 一 条 连接 两 个 接触 顶点 且 与 G; 内 不 交 的 路 .用 Gi;, 表示 
将 PP 加 入 Gi 后 所 得 G 的 子 图 ， 人 ,表示 将 了 画 在 面 R 上 时 得 到 的 平面 图 , 则 

Gi 是 Giti 的 平面 媒 入 .用 ! 十 工 代 赴 !, 转 入 第 二 步 。 

下 面 说 明 算法 54 的 正确 性 , 即 如 果 仿 是 任意 2- 连 通 可 平面 图 , 则 算法 54 
得 到 的 子 图 列 G(l1 莹 7 之 吉 满足 G; 是 G- 可 延 拓 的 (1 之 i 世 ) 且 G, 衬 G。 

首先 ,由 于 Gi CCGwll 己 i 之 4 一 1 且 G 的 阶 和 大 小 都 是 有 限 的 ,从 而 
一 定 存在 整数 ”使 得 算法 结束 (得 到 G 的 一 个 平面 能 人 或 者 存在 G. 的 片 亚 使 


得 统 (F，G.) = 人 3). 利 用 归纳 法 证 明 :若是 平面 图 , 则 对 于 任意 1 之 i 之 x， 
人 是 G-_ 可 延 拓 的 。 

显然 C, 是 G- 可 延 的 ,假设 对 于 任意 1 三 i 三 4<n,G, 是 G- 可 延 拓 的 。 
根据 G- 可 延 拓 的 定义 可 知 存在 G 的 平面 府 入 C 使 得 CC 6 。 

当 i 二 上 十 1 时 ,需要 证 明 :6,1, 是 G- 可 延 拓 的 , 设 在 算法 的 第 三 步 选取 
的 片 为 也 且 选 取 的 面 为 尺 若 亚 只 能 画 在 GG 的 面 R 上 , 旭 在 G 中 ,也 只 能 画 
在 忆 的 面 R 内 ,从 而 人 ,是 C- 可 延 拓 的 .如 果 存 在 G, 的 其 它 面 R' 使 得 
RE 宛 (PG), 则 | 家 (FF,G, )1 2。 由 算法 的 第 三 步 可 知 :不 存在 CG, 的 片 只 
能 画 在 G, 唯一 的 一 个 面 内 如果 在 C 中 , 夯 在 面 R 内 , 则 G+ 是 G- 可 延 拓 
的 ,从 而 可 息 设 在 6 中 严 画 在 @ 的 面 RR 内 .由 于 F 既 可 以 画 在 R 内 也 可 以 画 
在 R' 内 , 则 FF 与 G, 的 所 有 接 甬 顶点 都 位 于 G, 的 面 玉 和民 的 公共 边界 Q 上 。 


由 于 不 存在 G, 的 片 只 能 在 上 唯一 的 一 个 面 画 出 ,因此 ,对 于 C 的 任意 一 个 
片 叫 (PP 天 局) ,FF 和 Fi 是 互相 回 渤 的 或 者 FF 的 所 有 接触 顶点 都 位 于 QQ 上 , 且 
当 片 F, 与 所 偏 血 时,R,R' E 强 (F,， 信 ,)。 换 句 话 说 ,与 下 偏 斜 的 所 有 片 的 控 
触 顶 点 都 位 于 有 上 .从 而 可 以 交换 所 有 接触 顶点 都 位 于 QQ 上 的 片 使 得 :原来 画 
在 RR 肉 的 片 ,现在 画 在 片 R 内 ,而 原来 画 在 R' 内 的 片 ,现在 画 在 R 内 ,由 此 得 
到 G 的 另 一 个 平面 嵌入 满足 六 画 在 面 尺 内 .从 而 人 :是 G- 可 延 拓 的 。 

综 上 所 述 ,在 任何 情况 下 G+; 是 G- 可 延 拓 的 ,从 而 算法 5A 在 有 限 步 结 
束 。 由 定理 5. 10, 算 法 的 第 三 步 总 可 以 得 到 ,已 (C)NY(G.) = ,或 者 选 出 G。 
的 一 个 片 和 一 个 面 , 且 得 到 局 的 另 一 个 平面 子 图 CG ,+ 但 是 算法 在 此 时 结束 ， 
说 明 G. 就 是 G 的 一 个 平面 苦 入 。 


图 的 典 入 * 


为 了 说 明 这 个 算法 ,考察 两 个 例子 
扫 时 
G: ww ve 
| 总 
FF = ww 两 , 交 的 册 
6 人 
IE, GH 220 = 15 


= .= 对 乒 = (vm) 
FD 

MF.C) = A, RI RE, 
At = RIF- 
Rtr G: = 人 


Fe= md. Ff = ws, 


上 Fi: = Mh, Fo = Gosh 
RI£ Go = ttie 0 Dy 
Iawr cgl -266=- LDI 
Gs Faw rb Bs 9) Fo trp Db 
[a 
é Fi 
WF GH= (tis 
4 
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确定 图 5. 15 的 图 G 是 否 为 可 平面 的 .首先 ,G, 是 指定 的 5- 图, 平面 子 图 
G， 有 四 个 片 Pi,Fi,F 和 FF,. 序 列 G, (1 达 i 达 7))( 这 是 不 唯一 的 ) 连同 关于 
G 中 G; 的 每 个 片 F 的 集 统 (F，6G, ) 在 图 5. 15 中 都 表示 出 来 .因为 6 实 G,, 所 
以 G 是 可 平面 的 。 

对 于 图 5. 16 的 图 G, 给 出 了 平面 子 图 序列 ,G1,G1,G;, 因 为 统 (F。,G,) 一 
儿 , 所 以 局 是 不 可 平面 的 (实际 上 G 衬 K,.3). 


本 本 
vv vs 
i La 
R= (ved, Fy = (ah By = (od 
GG: ww » (RF, GO =02 (0 = 1.2.3) 
v3 ye 
4 四 
F = tvb, Fs = 人 ave) 
Gi 所 四 RPR CH = (= 4,5) 
vs ya 
中 
F, = Uvaweb 
< 机 
Vs 


5.16 
这 个 算法 是 一 个 好 算法 ,由 算法 过 程 可 知 ,主要 的 运算 包括 ， 
(站 找 出 图 G 的 一 个 转 Cu 
(ii) 确定 G 中 台 的 所 有 片 以 及 它们 对 于 G, 的 接触 项 点; 
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《iii) 对 于 的 每 一 个 面 , 确 定 它们 的 边界 

《iv) 对 于 G; 的 每 一 个 片 ,确定 统 (F,G; )， 

(v) 在 G; 的 某 一 个 片 F 中 , 求 连接 VCF,G, ) 中 两 个 顶点 的 一 条 路 P;。 

由 于 上 述 过 程 的 每 一 个 运算 都 存在 好 算法 ,从 而 整个 算法 是 好 算法 。 
练习 


1. 设 人 是 阶 至 少 为 上 的 树 vetyeares 所 区 (TT) ,证明 :了 十 el 十 Cs 十 6 是 可 
平面 的 。 


2. 运用 算法 5A， 1 办 
人 a) 通过 取 Gi 为 开 , 的 一 个 4- 图 , 斌 

验证 :Ks 是 不 可 平面 的 。 ve 中 
《hb) 取 G 是 右 图 G 的 图 vvsvavivew ， 

试验 证 :图 G 是 可 平面 的 。 vy 5 


3 如 果 图 G 存在 平面 嵌入 使 得 G 的 
每 一 个 顶点 还 在 外 面 的 边界 上 , 则 称 G 是 
外 可 平面 的 证明 : 
(a) 图 G 是 外 可 平面 的 当 且 仅 当 G 十 下, 是 可 平面 的 。 
(hb) 图 G 是 外 可 平面 的 当 且 仅 当 它 不 含 与 K, 或 与 天: 同 胚 的 于 图 。 
《ec) 如 果 C@ 是 外 可 平面 的 ( 户 ,9) 图 且 户 之 2, 那 么 gq 达 2p 一 3。 
4. (a) 证明: 对 于 不 s 的 任意 一 条 边 c,Ks 一 “是 可 平面 图 。 
(b) 证 明 : 对 于 天 4 的 任 管 一 条 边 ,大 一 < 是 可 平面 图 。 


5.3 不 可 平面 图 


有 许多 种 方法 来 度量 一 个 图 是 如 何不 可 平面 的 。 下 面 将 讨论 其 中 几 种 “ 度 
量 ” 方 法。 

当 热 ,不 可 平面 图 是 不 能 嵌入 平面 的 ,所 以 只 要 一 个 不 可 平面 图 在 平面 上 
“ 面 出 来 ”, 那 么 它 的 某 些 边 必然 会 交叉 ,这 个 相当 简单 的 道理 提示 了 下 面 概 
念 。 

设 G 是 一 个 图 如 果 将 图 G 在 平面 上 画 出 来 , 则 G 的 某 些 边 可 能 出 现 交 
丸 ,在 GG 的 所 有 平面 画 法 中 , 边 交 叉 的 最 少 次 数 称 为 G 的 又 数 , 记 为 wG) .在 
对 于 图 的 又 数 作 进一步 讨论 以 前 ,首先 对 图 的 “平面 画 法 ” 作 一 些 说 明 . 规 定 
图 的 平面 画 法 满足 下 列 条 件 ， 
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(a) 两 条 邻接 的 边 不 能 交叉 。 
(b) 两 条 不 邻 楼 的 边 最 多 交叉 一 次 。 
《c) 所 有 的 边 不 能 自身 交叉 。 
《d) 任意 两 条 以 上 的 边 不 能 交叉 在 平面 的 同一 点 上 。 
(e) 对 应 于 一 条 边 的 连续 曲线 不 经 过 其 它 不 是 该 边 端 点 的 顶点 所 对 应 的 
点 。 
还 可 作出 进一步 说 明 ,显然 图 G 是 可 平面 的 当 且 仅 当 wxG) = 01 如 果 G CC 
玉 , 那 么 XG) 之 oH)y 如 果 于 是 从 CG 他 凸 ,那么 v(G) 二 v(tH)。 有 一 些 图 的 又 
数 已 经 知道 ,特别 对 于 完全 图 ,Bla zek ,Koman 和 Guy 证 明了 : 
ex) 过 二 半生 :用 所 5.9 
而 且 Guy 猜想 ,对 于 任意 的 记 ,《5. 3) 式 都 是 等 式 成 立 .就 确切 值 来 说 ,得 到 的 
最 好 结果 如 下 : 
定理 5.11 对 任意 1 达 p 达 10， 
wp< 旬 王 下 生 下 与 下。 
对 1 三 p 达 4, 因 为 KK, 是 可 平面 的 , 故 对 1 过 p 三 4, 定 理 成 立 , 又 因为 K。 
是 不 可 平面 的 ,所 以 v《Ks) 之 1. 另 一 方面 存在 一 个 Ks 在 平面 上 只 有 一 个 交叉 
点 的 画 法 ( 见 图 5 17), 所 以 v(K6) = 1。 


图 5.17 图 Ks 内 有 一 个 交叉 点 的 画 法 图 5.18 图 上 Ks 有 三 个 交叉 点 的 夯 法 


因为 在 图 5. 18 中 给 出 了 天 有 三 个 交叉 点 的 画 法 ,所 以 z(K) 达 3, 下面 
证 明 w(Ki) 之 3。. 设 已 给 了 KK 在 平面 上 有 上 一 v(K。) 个 交 尺 点 的 画 法 ,显然 
< 之 1, 在 每 一 个 交叉 点 处 引入 一 个 新 的 顶点 ,由 此 得 到 了 一 个 6 十 < 阶 且 有 
15 十 2 条 边 的 连通 平面 图 由 推论 5. 2a 可 得 : 
15 十 ze 之 3(6 十 c) 一 6， 
所 以 < 之 3, 有 从而 w(K) 一 3。 
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为 了 证 明定 理 5. 11 中 ,对 ?过 pp 过 10, 结 论 成 立 , 需 要 更 特殊 的 一 些 技 
巧 , 在 这 里 就 不 做 详细 叙述 。 

下 面 来 考虑 完全 二 部 图 的 又 数 .确定 "(K。,) 的 向 题 有 一 段 相当 有 趣 的 
故事 .有 时 候 , 确 定 vuK。) 的 问题 也 称 为 Turén- 砖 瓦 厂 同 题 (以 Paul Turdn 
命名 ) ,下面 一 段 文字 引 自 Anote of welcome. ]. Graph Theory 1(1977)7-9。 

我 们 在 Budapest 附近 的 一 家 砖 瓦 厂 劳动 .那里 有 一 些 制造 夸 块 的 窗 和 存 
放 砖 块 的 露天 场地 ,所 有 砖窑 都 通过 铁轨 与 所 有 存放 场地 相连 接 , 且 需要 将 枝 
头 搬 上 小 车 ,通过 铁轨 运 到 存放 点 ,我 们 只 要 把 砖 窗 的 砖头 拖 上 小 车 ,然后 把 
车 推 到 存放 点 ,最 后 在 那里 把 砖头 印 下 .如 果 能 合理 地 把 据 车 的 速度 ,这 个 工 
作 本 身 并 不 很 困难 .麻烦 发 生 在 那些 铁轨 的 交叉 点 处 ,一 般 车 子 在 铁 物 交叉 点 
处 会 产生 怠 脆 ,导致 砖头 从 车 上 掉 下 来 ,这 总 要 引起 一 些 麻烦 ,又 浪费 我 们 许 
多 时 间 。 由 于 我 们 全 都 很 轩 , 所 以 在 这 种 情况 下 ,感到 很 庆 倦 ,我 也 一 祥 。 对 我 
来 说 自 氮 产 生 了 这 和 尽 的 想法 ,如 果 能 设法 减少 铁轨 的 交叉 点 ,那么 就 能 碱 少时 
间 的 浪费 ,但 最 小 的 交叉 点 数 是 多 少 呢 ? 几 天 后 我 认识 到 ,对 于 这 种 具体 情况 
不 难 改 进 ,但 是 对 及 个 砖窑 和 个 存放 点 的 一 般 问 题 , 求 出 确切 的 解 看 来 似 
平 困难 ……。 再 次 遇 到 这 个 问题 是 在 我 首次 访 回 波兰 的 时 候 ,在 那里 我 磁 到 
了 Zarankiewicz ,我 向 他 提 到 了 我 的 “ 砖 素 厂 ”问题 …… 面 Zarankiewicz 认为 
这 个 问题 已 经 解决 了 ,但 Rinel 发 现在 他 发 表 的 证 明 中 有 一 个 错误 ,迄今 为 
止 ,尽管 作 了 许多 努力 ,但 还 没有 能 修补 这 个 错误 ,从 而 这 个 向 题 也 变 成 了 著 
名 的 未 解决 玲 左 …… 。 

Zarankiewicz 认为 ,他 已 经 证 明了 


wk Ba 9 
但 实际 上 ,他 证 明了 表达 式 《5. 5) 的 右边 是 w(K.,) 的 一 个 上 界 , 正 像 刚 才 指 
出 的 那 祥 ,P. C. Kainen 和 G. Ringel 两 人 发 现 Zarankiewicz 的 证 明 中 有 错误 ， 
所 以 (5. 5) 自然 只 是 个 猪 想 ,目前 ,已 经 得 到 的 关于 二 部 图 的 叉 数 的 结果 是 ， 
定理 5.12 对 1 入 min{m,n} 过， 


wx- 和。 ee 


因此 从 定理 5. 12 可 得 出 :对 于 任意 


Kk) 一 | 二] 二 了 ,eeky = 引号 卜 2 J 


n 一 n 
ks) = 4 | 和 w(Ken) 一 引号 | 
例如 w(K 一 1 5( 兵 0D) 一 4 以 天 5 一 16 且 以 天 so) 一 36。 图 19 给 出 兵 ,， 
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有 4 个 交叉 点 的 画 法 ,因此 又 数 还 未 
知 的 最 简单 完全 二 部 图 是 天 ;,， 不 过 
Kleitman 已 经 证 明 ulKK1.1) 是 77,79 
和 81 中 的 某 一 个 。 

正 像 所 想象 的 那样 ,关于 >*- 部 
图 (n 之 3) 的 又 数 就 更 复杂 了 .对 这 
种 情况 大 部 分 只 是 知道 它们 的 界 ， 
在 某 些 很 特殊 的 傅 况 下 , 得 到 了 确 
切 的 结果 . 另 一 方面 , 某 些 证 明 所 使 ”图 5 19 天 ,有 四 个 交叉 点 的 画 人 
用 的 技巧 很 有 启发 性 ,作为 例子 ,确定 天 :3 的 义 数 。 

定理 $. 13 w(Ks,.s) = 2。 

证 明 ” 设 "Kexa) 一 <。 因为 天 :是 不 可 平面 的 , 且 天 C Ks.2.4, 故 
下 ,也 是 不 可 平面 的 ,所 以 c 之 1。 设 存在 KK... 在 平面 上 的 一 个 有 < 个 交叉 点 
的 夯 法 ,在 每 个 交叉 点 处 ,引入 一 个 新 的 顶点 ,由 此 得 到 一 个 阶 是 请 一 < 十 7 和 
4 二 2 十 16 的 连通 平面 图 G。 根 据 推论 5. 24,9 过 3p 一 6。 

坝 wez 和 wiv, 是 天 ,3 的 两 条 不 邻接 的 边 , 且 在 已 给 画 法 中 它们 交叉 ,从 
而 产生 了 一 个 新 的 项 点 ,如 果 C 是 一 个 平面 的 三 角 侈 分 ,那么 C 一 wiviuzvrur 
是 G 的 一 个 图 ,这 塌 味 着 天 .ea: 中 导出 子 图 (fuyoivuayoa}) 同 构 于 必然 而 
此 62.3 不 包含 这 种 子 图 。 因 此 G 不 是 一 个 三 角 前 分 ,所 以 4 之 3p 一 6, 即 

16 十 红 <3(7 十 c) 一 6， 

从 而 得 到 “之 2. 不 等 式 c 生 2 可 以 从 存在 天 :xs 有 两 个 交叉 点 的 画 法 的 事实 中 
得 到 ( 见 图 5. 20) .二 

关于 。- 立方 图 Q. 的 叉 数 研究 也 歌 
得 了 一 定 进 展 .由 于 当 x 一 1,2,3 时 ,n- 
立方 图 @. 为 可 平面 图 ,所 以 vtQ,) 一 
0 一 1;2,3)1 当 nm 一 4 时 ,Eggleton 和 
Guy 得 到 weQ.) = B14 而 当 % 之 5 时 ， 
u(,) 仍然 没有 得 到 .由 于 
Q, = K, Xx Ki X Ks X Ks = CX Co 
所 以 VCC, X C4) ~ 8. 由 这 个 结果 引发 四 ?9Kees 有 现 个 交 昌 点 的 枉法 
了 确定 v(C. XC.) 的 问题 ,Harary，Kainen 和 Schwenk 得 到 vlC, x C3) = 3。 
他 们 的 证 明 过 程 主要 包括 以 下 三 个 步骤 ， 

1. 找到 了 CX Cs 有 3 个 交叉 点 的 画 法 ,从 而 说 明 w(C; Xx C,) 之 31 

2. 证 明了 对 于 CX C; 的 任意 一 条 边 e,C: X C 一 “是 不 可 平面 图 ,从 而 
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得 到 uC X CD) 之 24 

3. 采用 分 情况 讨论 的 方法 ,说 明 不 存在 C; X C; 恰好 有 2 个 交叉 点 的 画 
法 ,从 而 得 到 wv(C; X C1) 之 3。 

Ringeisen 和 Beineke 对 于 这 一 结 梁 进行 了 更 广泛 的 推广 :对 于 任意 的 
之 3, 确定 了 v(C; XC)， 

定理 5.14 对 于 任意 4 之 3， 

uC X C.) =n, 

证 明 首先 ,对 于 Cs X C, 的 所 有 顶点 用 34 个 有 序 对 (0, 让 ,C1, 让 和 (2， 
放 (0 达 j 三 4 一 1) 进行 标号 使 得 :《({(i,D10 达 i 过 2)) 人 守 C,(0 和 jj 和 xn 一 1) 
且 必 D0 和 jn 一 1)) 守 C0 之 i 之 2). 为 了 报 述 方便 , 令 

= 0D 0 = w= (NO0LIZn— 1 有 
j= (uvinwil (0 jn Co 1). 

由 于 存在 Ca XC, 有 n wo wi 
个 交叉 点 的 画 法 (图 5. 21 给 
出 了 Ci X C, 有 4 个 交叉 点 
的 画 法 ,而 对 于 x 之 5 时 ,可 
以 类 似 得 到 Cs xX C。 有 个 
交叉 点 的 画 法 ), 从 而 v(Cs 
XC) 三 #. 对 n(n 之 3) 归 
纳 , 证 明 iw(Cs X C,) 之 n。 

当 n 一 3 时 ,由 前 面 提 
到 的 结果 vlC; xX Ca) = 3 可 
得 vl(Cs xX C3) 之 3 成 立 . 假 
设 当 # 一 &( 之 3) 时 ,2(C3 
X Ci) 之 成 立 , 下 面 分 两 
种 人 情况 证 明 当 mn 一 二 十 1 时 ， 
2C XCitt) 之 十 1 成立。 
设 给 定 Ci X Crt 有 wlCs X Ci+) 个 交叉 点 的 画 法 。 

情况 1 Ui?-。6ECT',) 中 任意 两 条 边 不 交叉 . 令 

Hj,= (uous vn} 0 jh), 

其 中 下 标 按 模 * 十 1 加 法 运算 。 

如 果 对 于 任意 0 三 j 达 ,HH; 中 至 少 有 两 条 边 参 与 了 交叉 或 者 一 条 边 参 与 
了 至 少 两 次 交叉 ,由 于 在 Ci X Ci+ 的 画 法 中 ,每 次 交叉 恰好 有 两 条 边 参 与 , 则 
在 给 定 画 法 中 交叉 点 的 个 数 不 小 于 上 十 1, 即 wlCi X Cr) 之 十 1 成 立 .从 


图 5.21 C Xes 有 4 个 交叉 点 的 面 法 
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而 可 假设 存在 0 达 j 三 有 使 得 H; u. 多 
的 所 有 边 不 参与 交叉 或 者 最 多 有 
唯一 的 一 条 边 仅 参与 了 一 次 交 
叉 。 由 假设 可 知 ,H; 的 任意 两 条 
边 不 交叉 , 即 在 给 定 画 法 中 如 ,为 
平面 图 ( 见 图 5. 22) 。 

下 面 考虑 Tir*; 的 画 法 .由 假 图 5 22 妥 ; 的 平面 夯 法 
设 可 知 ,Tj+, 一 定 画 在 H; 的 某 个 面 内 ,如 果 7T:, 画 在 Hj 的 一 个 三 角形 面 内 ， 
不 妨 设 在 Ti 内 , 则 图 wowr…uswo 和 vov.…wsvo 均 存在 一 条 边 与 了 ;的 边 交叉 ,与 
对 H, 的 假设 矛盾 ,由 此 可 得 ,15+s 位 于 于 ,的 四 边 形 面 内 ,不 失 一 般 性 ,假设 
Ta 位 于 边界 是 wwirvawrizunur 的 面 内 , 则 图 ww …wszo 与 面 的 边界 至 少 交 叉 
两 次 ,与 对 蕊 ) 的 假设 矛盾 .从 而 总 有 2C, X Cr 之 上 十 1。 

情况 2 存在 0 三 1 < j 达 使 得 T, 和 了 中 的 边 交 叉 . 由 于 H = Cs XX 
Ce 一 区 (T7) 为 C3 X Ci 插入 3 个 2 度 顶 点 得 到 的 图 ,所 以 由 归纳 假设 可 知 
上 莹 w《Cs X CD 一 u(H), 又 因为 T,; 和 7T; 在 给 定 画 法 中 对 应 两 条 Jordan 曲线 ， 
所 以 它们 至 少 有 两 个 交叉 点 , 即 在 C, X Cs;, 的 画 法 中 删除 7 的 边 后 得 到 五 
的 一 个 画 法 ,有 旦 交叉 点 至 多 有 uC X Ci 一 2 个 ,所 以 zw(C X Ch 之 让 十 
21 与 (Cs X Ci 挟 友 十 1 矛盾 。 国 

关于 C。 X C, 的 灸 数 , 仅 有 另 一 个 由 Beineke 和 Ringeisen 给 出 的 结果 ， 

定理 5. 15 ”对 于 任意 n 之 4， 

vlC, XC.) = 2n, 

定理 5. 15 的 证 明 与 定理 5. 14 的 证 明 类 似 , 赂 去 。 

同时 Beineke 和 Ringeisen 给 出 了 图 大， X C. 的 叉 数 公式 。 

定理 5.16 ”对 于 任意 ”之 3， 

af X CD) = In, 

除了 叉 数 以 外 , 当 应 用 到 不 可 平面 图 时 ,另外 一 些 由 Prior 定义 的 拓扑 参 
数 也 是 很 有 意义 的 .下 面 介绍 一 类 与 Prior 定义 的 参数 非常 相似 的 参数 。 

设 了 是 一 个 图 的 给 定性 质 ,G 为 一 个 给 定 图 ,如 果 存 在 VCG) 的 一 个 划分 
多 二 {VI1 达 i 和 a) 满足 对 于 任意 1 三 i 达 n,G 的 导出 子 图 (V,) 具 有 性 质 P， 
则 称 .多 为 G 关 于 也 的 顶点 材 兽 , 且 称 所 有 GG 关于 了 的 项 点 覆盖 的 最 小 基数 为 
G 关 于 中 的 顶点 覆盖 数 . 与 之 相反 ,如 果 存 在 V(G) 的 一 个 划分 于 一 人 Vi|1 三 
i 三 n) 满足 对 于 任意 1 过 i 和 a,G 的 导出 子 图 (V,) 不 具有 性 质 卫 , 则 称 .> 为 
G 关 于 PP 的 顶点 装填 , 且 称 所 有 GG 关 于 PP 的 顶点 装填 的 最 大 基数 为 避 关 于 了 
的 顶点 装填 数 . 类 似 地 ,如 果 考 虑 CG) 的 一 个 划分 , 则 可 得 到 图 C 关 于 性 质 中 


| 
wi 
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的 边 覆 盖 , 边 覆盖 教 、. 边 装填 和 边 装填 数 。 

在 前 几 章 中 ,已 经 过 到 过 这 种 参数 的 类 似 例 子 .例如 : 非 空 图 G 的 荫 度 
2 (G) 就 是 G 关 于 无 圈 的 边 履 盖 数 ,而 G 的 点 萌 度 a4G) 就 是 6G 关 于 无 图 的 顶 
点 覆盖 数 , 有 覆盖 癌 丁 也 可 以 理解 为 :利用 具有 某 一 性 质 呈 的 子 图 要 请 VCG) 或 
者 EC(G) ,而 且 要 求 使 用 的 顶点 (或 者 边 ) 不 交 子 图 个 数 尽 可 能 的 少 ,这 类 问题 
就 称 为 最 小 覆盖 问题 ;而 装填 问题 可 以 理解 为 :从 图 GG 中 最 多 可 以 取出 多 少 个 
顶点 (或 者 边 ) 不 交 的 不 具有 性 质 P 的 子 图 , 换 句 话说 ,可 以 向 给 定 图 中 最 多 
装填 多 少 个 顶点 (或 者 边 ) 不 交 的 不 具有 性 质 P 的 子 图 ,这 就 是 最 大 装填 向 
题 .事实 上 ,我 们 称 最 大 装填 问题 为 最 小 覆盖 问题 的 对 侦 问 题 .与 图 的 茸 度 对 
侦 的 向 题 为 图 GG 关于 无 图 的 最 大 边 装 填 问 题 , 即 对 于 给 定 图 G6, 能够 装填 到 G 
中 边 不 交 的 包 全 图 的 最 多 子 图 个 数 , 称 为 G 的 图 重 数 ,并 记 作 2"(G) . 正 像 所 预 
笠 的 那样 ,对 于 任意 图 的 图 重 数 的 公式 至 今 没 有 发 现 , 不 过 当 七 完 KK, 和 G 圣 
Ka, 时 ,已 经 得 到 a (G) 的 公式 ,对 于 顶点 轿 重 数 的 公式 在 完全 图 和 完全 二 部 
图 的 情况 是 很 容易 得 到 的 .事实 上 ,存在 一 个 任何 完全 >- 部 图 的 一 个 公式 。 

引发 上 类 参数 的 另 一 个 性 质 是 可 平面 性 . 非 空 图 G 的 边 厚度 (或 简称 为 厚 
度 ) 是 G 关 于 可 平面 性 的 边 覆 盖 数 9 (OG), 即 9 (C) 是 边 不 交 的 、 可 平面 的 、 覆 
盖 EXG) 的 子 图 的 最 小 个 数 ,这 提供 了 图 的 不 可 平面 性 的 另 一 个 度量 方法 . 当 
热 完 全 图 ,完全 二 部 图 将 再 次 受到 人 们 的 关注 。 

由 于 Beineke，Harary，Alekseev，Vasak 和 Gonchakov 等 人 的 努力 ,已 经 
建立 了 完全 图 的 厚度 公式 。 

定理 5.17 大, 的 厚度 为 ， 

gk = {1 p9110 
3 p= 9,10。 


不 过 对 完全 二 部 图 的 厚度 只 存在 部 分 结果 .另外 由 Kleinert 得 到 了 关于 
nm- 立方 图 @. 的 厚度 。 
定理 5.18 -立方 图 Q, 的 厚度 为 ， 
vee) ~ | 二 |. 
避 关 于 可 平面 性 的 顶点 覆盖 数 称 为 点 厚度 , 记 为 90(G)。 关 于 这 个 参数 
生前 了 解 其 少 .图 G 的 关于 可 平面 性 的 边 装填 数 用 F (G) 表示 , 称 为 G 的 粮 度 。 
在 糖度 方面 的 研究 已 经 取得 了 一 些 成 续 。 


练习 
1 在 平面 上 本 出 有 九 个 交 玉 点 的 民 ;。 
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2. 在 不 使 用 定理 5. 12 的 情况 下 确定 uCKi.3)。 
3. 证 明 iw(KK,.1) 之 81。 

4. 确定 w(KR2.s.2) 和 w(KR1.2.1)。 

5 


.证明 :9 CK,) 之 [2 二 | 对 于 p==4,5,617,8， 


5.4 ”图 的 亏 格 


现在 引入 涉及 到 不 可 平面 图 的 一 个 最 著名 参数 ,如 果 一 个 曲面 可 以 看 
做 一 个 放 上 几 个 “ 柄 " 的 球面 或 者 等 价 于 打 穿 几 个 “ 洞 ” 的 一 个 球面 , 则 称 曲面 
5 为 紧 致 可 定向 2- 流 形 , 且 柄 (或 洞 ) 的 个 数 称 为 这 个 曲面 的 气 格 , 记 为 (3)。 
由 于 有 4 条 按 的 图 能 嵌入 亏 格 为 ? 的 曲面 ,所 以 对 于 任意 图 C, 存 在 曲面 3 使 
得 恕 可 以 霸 入 曲面 5. 图 加 的 亏 格 5(G) 定义 为 所 有 忆 可 媒 入 的 曲面 3( 紧 致 
可 定向 2- 流 形 ) 的 气 格 的 最 小 值 。 又 因为 在 球面 和 平面 上 ,图 的 嵌入 是 等 价 
的 ,所 以 亏 格 为 零 的 图 恰好 是 平面 图 ,因此 亏 格 为 1 的 图 是 能 在 环 面 上 嵌入 的 
不 可 平面 图 ,不 可 平面 图 Ks 和 天 1. 的 亏 格 为 1, 图 5. 23(a) 和 (b) 表示 了 环 面 
上 和 乞 格 为 2 的 此 面 上 天:,; 的 虞 人 、 


~—. 


(a) 


图 5.23 Ka 在 亏 烙 为 1 和 2 的 曲面 上 了 嵌入 
不 仅 是 天 :能 嵌入 环 面 ,而 且 兵 , 和 帮 ， 也 能 嵌入 环 面 ,但 大, 是 不 能 在 环 面 
上 嵌入 的 图 5. 24 给 出 K; 在 环 面 上 的 一 个 翌 入 。 由 于 环 面 可 以 通过 重合 矩形 
的 对 边 而 得 到 ,所 以 上 K; 的 顶点 标号 为 v6,v1,v.,… ,vs 且 标号 在 答 形 的 角 上 的 
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“项 点 ”实际 上 代表 KK; 的 同一 项 点 , 即 标号 为 wx 的 顶点 。 


图 5.24 Ki 在 环 面 上 的 嵌入 

对 于 嵌入 正 亏 格 曲 面 上 的 图 , 面 和 面 的 边界 可 以 与 图 伐 入 平面 时 类 似 的 
定义 .因此 ,如 果 图 6G 嵌入 曲面 5, 那 么 S 一 G 的 每 一 个 连通 部 分 就 是 嵌入 的 一 
个 面 , 在 图 5.23(a) 中 有 三 个 面 ,图 5. 23(b) 中 有 两 个 面 而 在 图 5. 24 中 有 14 
个 面 。 

设 @G 嵌 入 曲面 3, 且 尺 为 G 的 一 个 面 ,如 果 对 于 丸 内 的 任意 一 条 连续 的 封 
闭 曲 线 C, 曲 线 C 能 连续 地 变形 或 收缩 为 一 个 点 , 则 称 面 R 为 2- 胸腔 的 .事实 
上 , 面 是 2- 胞 腔 的 等 价 干 它 是 拓扑 辣 是 于 2- 维 欧 几 里 得 空间 .虽然 能 够 嵌入 
球面 的 连通 图 的 每 个 面 都 是 2- 胞 腔 的 ,但 对 做 入 正 亏 格 曲面 的 连通 图 就 不 一 
定 所 有 面 是 2- 胸腔 的 .例如 ,在 图 5. 23(b) 中 , 帮 ,,; 在 “双重 环 面 "上 代入 确定 
的 二 个 面 中 ,边界 是 4- 图 的 面 是 2- 胞 腔 的 而 另 一 个 边界 由 帮 ;: 的 全 都 点 和 所 
有 边 组 成 的 面 恰好 不 是 2- 胞 腔 的 。 

设 C 媒 入 曲面 S, 如 果 @G 的 每 一 个 面 是 2- 胞 膀 的 ,出 称 G 为 在 曲面 9 上 的 
2- 胸腔 嵌入 .图 5. 23(a) 和 图 5. 24 是 两 个 2- 胞 腔 嵌 人 。 

为 了 把 定理 5, 1 推广 到 正气 格 的 曲面 上 ,我 们 需要 考虑 伪 图 , 即 容许 图 G 
中 包含 两 个 端点 相同 的 边 ( 称 为 环 ), 重 边 (两 个 顶点 之 问 有 一 条 以 上 的 边 连 
接 ) 以 及 重 环 ,事实 上 一 个 伪 图 C 的 边 集 EE(G) 是 一 个 可 重复 集 , 且 每 一 个 元 
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素 为 V(G) 的 可 重复 二 元 子 集 。 
定理 $.19 设 6G 是 一 个 连通 的 (p,q) 伪 图 且 在 一 个 亏 格 为 x 的 曲面 上 存 
在 有 r 个 面 的 2- 胸腔 嵌入 ,那么 
p—g+r=2— 2n. (5. 6) 
证 明 ”对 = 进行 归纳 . 当 *= 0 时 ,G 为 连通 可 平面 的 伪 图 .如 果 C 不 合 
重 边 和 环 , 则 由 定理 5. 1 可 知 结论 成 立 。 如 果 如 包 售 重 边 或 者 环 , 今 如 表示 删 
除 局 的 所 有 重 边 和 环 得 到 的 图 , 则 五 为 连通 可 平面 图 . 设 寺 的 顶点 数 , 边 数 和 
面 数 分 别 为 p1,9, 和 7, 则 由 定理 5.1 可 得 pp 一 十 一 2, 在 于 的 平面 风 入 
折 中 ,逐步 湛 吉 删除 的 边 或 者 环 ,就 可 得 到 伪 图 G 的 一 个 平面 摧 入 CG. 由 于 每 
添 加 一 条 重 边 或 者 环 , 面 数 就 增加 1 ,所 以 当 G 比 右 多 了 点 条 边 时 ,p = pi， 
3 一 2 十 上 且 > 一 mm 十 &。 由 此 可 得 
疡 一 4 十 了 一 思 一 人 十 站 十 人 rr 十 起 一 身 一 有 十 放 一 2，(5.7) 
所 以 对 a 二 0, 结果 成 立 。 
假设 在 亏 格 为 4 一 1(n >>0) 曲面 上 ,对 所 有 连通 伪 图 的 2- 胸腔 嵌 人 ,定理 
结论 成 立 。 
设 曲面 3 的 亏 格 为 nln > 0) ,连通 (p,9) 伪 图 G 存 在 一 个 在 S$ 上 的 2- 胞 
腔 嵌 入 , 且 面 数 为 r。 因 为 >0, 所 以 至少 有 一 个 环 柄 。 在 3 的 一 个 环 柄 上 画 
一 条 环绕 该 环 柄 的 封闭 曲线 C 使 得 C 不 含 局 的 顶点 , 则 CC 一定 与 忆 的 某 一 条 
边 相 交 , 和 否则 C 位 于 G 的 一 个 面 内 并 且 不 能 在 该 面 内 收缩 到 一 点 ,与 G 在 3 上 
的 嵌入 是 2- 胞 竹 符 和 矛盾 。 如 果 必 要 的 话 ,通过 在 S 上 局 的 重新 能 人 ,可 以 假 
设 C 与 G 的 边 相交 的 总 次 数 是 有 限 的 ,比方 说 是 上 次 ,其 中 起 >> 0。 如 果 csea， 
…e 是 与 C 相交 的 已 的 边 ,那么 1 扫 关 挟 坏 见 图 5.25)。 如 果 边 w(1 委 1 去 
m) 与 忆 相 交 的 次 数 为 1, 那么 


了 一 

在 C 与 的 边 的 次 相交 中 ,每 一 个 交点 处 加 入 一 个 新 的 顶点 ,将 C 落 在 
两 个 连续 新 顶点 之 同 的 部 分 作为 一 条 新 边 , 同 时 如 果 忆 的 一 条 边 与 C 相交 / 
次 ,那么 这 条 边 由 新 项 点 分 成 的 ! 十 1 段 也 作为 新 边 . 设 由 上 述 过 程 得 到 的 新 
的 图 为 G',G' 有 p' 个 顶点 ,9' 条 边 和 7 个 面 .因为 有 个 新 顶点 加 入 得 到 ， 
所 以 p' 一 户 十 上 ,又 因为 曲线 C 使 边 的 条 数 增加 了 上 条 ,同时 对 每 条 边 <.(1 莹 
i 艺 m) 也 引起 了 4 条 这 增加 , 且 > ji; 一 ,从 而 由 得 到 侣 总 共 加 入 的 边 
数 是 路, 即 9 一 了 十 28。 

由 于 @ 中 从 C 增加 的 边 位 于 G 的 某 个 面 内 ,因此 ,每 增加 一 条 这 样 的 边 
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图 -2 ” 画 在 曲面 5 的 一 个 环 !1 ”一 条 封闭 曲线 C 
就 把 原来 的 ”个 面 分 成 二 个 面 习 为 存在 天 条 这 样 的 边 ,5 -以 一 r 十 &。 由 于 
G 的 每 个 面 都 是 2- 胞 腔 的 ,i 以 G' 的 每 个 面 也 是 2 胞 腔 的 
现在 疝 C 切断 这 个 环 炳 ,这 个 柄 被 分 成 二 和 假 ( 如 图 .2 所 一 ,然后 全 
上 "或 “ 益 上 ”产生 的 ”个 润 , 在 每 种 情况 中 产生 了 个 新 的 (2 胞 腔 ) 面 (这 称 
为 “ 材 “运算 ) 。 


Ce C ms 
™ 了 本 
一 


图 5.26 姜 了 一 个 切口 的 环 柄 

在 施行 这 个 材 盖 运算 的 过 程 中 ,图 的 结构 也 发 生 了 一 些 变化 . 言 ”曲面 3 
己 经 转变 成 个 新 曲面 S ,5 的 环 柄 的 。 “切面 现在 成 了 $ 的 球面 部 分 , 旦 
S' 比 S 少 了 一 个 环 柄 ,所 以 S' 的 亏 格 为 = 。 ”此 4 , 伪 图 G' 本身 也 已 经 改变 ， 
由 曲线 “产生 的 项 .和 分 成 2 个 复制 ,分别 在 一 ， 盖 柄 上 如 果 开 代表 这 
个 新 的 的 图 ,那么 如 的 阶 数 为 上 一 户 名 二 咏 , 边 数 为 一 ff 4 一 
9 十 3， 面 数 是 -r 2 一 +r 十 2. 因为 ,在 连通 伪 图 睹 的 给 定 典 入 
中 ,所 有 x 个 面 都 是 2 胞 腔 的 ,根据 归纳 假设 可 得 2 4 := -2 
1 , 即 

(人 MI Cg WM) (rth 2) :2—2(2—D, 
此 Pp 4 "二 2 -2n, 得 # 所 要 的 结果 .图 

由 于 “ 艇 的 图 是 伪 图 的 特殊 情况 ,所 以 定理 .18 对 于 一 般 图 也 成 立 。 

推论 5.19 设 G 是 个 连通 的 (P,9) 图 ,在 亏 格 为 2 的 曲面 上 有 一 个 2- 
胞 腔 通 入 ,并 有 个 面 , 那 一 
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PpP—-g+r=2— 2n 

与 推论 5. 18 密切 相关 的 是 下 面 结果 ,这 个 定理 的 证 明 本 质 上 是 严格 拓扑 
的 ,这 里 省 略 了 证 明 。 

定理 5.20 ”如 果 G 是 一 个 连通 图 且 嵌 人 在 亏 格 为 5(C) 的 曲面 上 , 则 G 
的 每 个 面 是 2- 胸腔 的 。 

现在 由 推论 5. 18 和 定理 5. 19 立即 得 出 下 面 结果 。 

定理 $. 21 如果 G 是 一 个 连通 的 (p,9) 图 ,嵌入 在 亏 格 为 8Z4C) 的 曲面 上 
且 有 7r 个 面 ,那么 

起 一 9 十 rz 一 2 一 28(C) 

利用 定理 5. 20, 能 得 到 一 个 重要 的 结论 ,任意 连通 图 G 在 亏 格 为 a《G) 的 
曲面 上 的 任意 两 个 嵌入 产生 同样 的 面 数 。 由 刚才 得 到 的 这 个 结论 ,能够 得 到 连 
通 图 用 阶 数 和 大 小 表示 的 亏 格 的 一 个 下 界 。 

定理 $. 22 ”如 果 C 是 一 个 连通 (p,9) 图 (p 之 3), 那 么 


e(G) 全 号 一 到 十 1 


证 明 ”对 于 户 = 3 这 个 结果 是 显然 的 ,所 以 可 假设 户 之 4。 设 马 嵌 入 乞 格 
为 gCG) 的 曲面 上 ,由 定理 5.20,p 一 4 十 r= 二 2 一 28(G), 其 中 + 是 局 的 面 数 。 
由 定理 5. 20 可 知 ,嵌入 一 定 是 2- 胞 腔 幅 入 ,从 而 每 个 面 的 边界 至 少 包 含 三 条 
边 , 且 每 一 条 边 至 多 包 全 在 二 个 面 的 边界 上 ,所 以 3r 和 24, 故 


2 一 25(G) 一 p 一 9 二 <p 一 9 十 到 


从 上 式 中 解 出 8《G) 即 可 得 到 所 需 的 结果 . 国 

由 于 还 没有 得 到 任意 图 亏 格 的 一 般 计 算 公式 ,下 面 的 结果 意味 着 亏 格 的 
计算 只 与 块 的 亏 格 计算 有 关 , 从 面 只 要 研究 块 的 亏 梅 计算 即 可 .我 们 省 略 这 个 
定理 的 证 明 。 

定理 $. 23 ”如 果 C 是 一 个 有 块 品 ,B:，……' 瑟 的 图 ,那么 


8(G) = D8(B), 


全 


者 通常 那样 , 当 关 于 任意 图 的 一 个 参数 值 的 一 般 公 式 不 存在 时 ,人 们 总 要 
去 寻求 某 类 图 的 公式 (或 部 分 公式 ), 通常 首先 考虑 的 总 是 完全 图 和 完全 二 部 
图 这 种 特殊 类 型 的 图 ,对 此 气 格 也 不 例外 。 

1968 年 ,Ringel 和 Youngs 完成 了 历史 上 著名 的 一 个 结果 的 证 明 .他 们 解 
决 了 著名 的 Heawood 地 图 架 色 问题 .这 个 问题 以 后 还 将 提 及 ,这 个 解 涉 及 到 
一 个 完全 图 的 亏 格 公式 猜想 证 实 。 该 定理 的 证 明 可 参考 由 Ringel 所 著 的 书 。 
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定理 5. 24CRingel 和 Youngs) 完全 图 的 孝 格 公式 是 
eK) = [LY p>) 

另外 ,Ringel 得 到 了 完全 二 部 图 的 亏 格 公 式 。 

定理 5. 35(Ringei》 完全 二 部 图 的 亏 格 公式 是 ; 


gk = {EHH (ma 全 人 


练习 

1. 不 使 用 定理 5.24 确定 a 一 8(KLi) 并 且 给 出 天 在 亏 将 的 曲面 上 的 
一 个 纪 胸 胜 敬 入 的 所 有 面 。 

2. a) 对 任意 图 G, 证 明 :ECC) 入 5G)。 

(b) 证 明 ,对 任意 整 教 m 存 在 一 个 图 使得 5(G) 一 1 且 UG) 一 

3. 证 明 g(K) > [2 o>. 


4. 证 明 ;:g (Ks) 之 [ 竺 = 一 人 2 


5. (a) 求 出 gCKs.s 十 下,) 的 界 。 


Cb》 确定 当 n 一 1,2 和 3 时 ,gCK,., 十 大。) 的 确切 值 。 
6. 证 明 : 对 任意 正 整数 %, 存 在 一 个 亏 格 为 n 的 连通 图 。 


] mr. 


6 ”独立 集 ,覆盖 和 支配 集 


这 一 章 将 讨论 图 G 的 顶点 集 V (G) 和 边 集 EC(G) 中 一 些 和 VCG)、ECG) 自 
身 元 察 密 切 相关 的 子 集 以 及 由 这 些 子 集 所 产生 的 一 些 重 要 参数 。 


6.1 匹配 


在 图 G 中 ,如 果 两 个 不 同 项 点 或 边 在 G 中 是 不 邻接 的 , 则 称 它们 是 独立 
的 .G 的 互相 独立 的 边 子 集 称 为 G 的 匹配 (或 6 的 边 独立 集 ), 而 具有 最 大 基数 
的 匹配 就 称 为 最 大 匹配 ,在 图 6. 1 的 图 G 中 , 边 集 M, == {es,e1} 是 匹配 但 不 是 
最 大 匹配 ,而 M; = {ei,esses} 和 


Ms 一 {ereires} 是 6 的 最 大 匹 oo £2 ~ 3 & 
配 。 

如 果 轩 是 图 G 的 匹配 且 G 的 “ 
每 个 顶点 都 与 M 的 某 条 边关 联 ， 图 6.1 匹配 与 最 大 匹配 


那么 称 好 是 G 的 完美 匹配 。 显 
然 , 如 果 C 存在 完美 匹配 ,那么 C 是 偶 阶 图 , 且 (4) 是 GG 的 1- 正则 生成 子 
图 .因此 ,图 6. 1 中 的 图 不 可 能 存在 完美 匹配 。 

下 面 的 问题 都 和 求 图 的 最 大 匹配 有 关 。 

在 1941 年 第 二 次 世界 大 战 期 间 , 英 国 皇 家 空军 每 架 战斗 机 都 需要 两 名 飞 
行 员 ,但 由 于 某 些 飞行 员 的 语言 不 同 或 者 训练 技术 的 因素 不 能 组 合 在 同一 架 
战斗 机 中 , 试 向 能 同时 起 飞 的 战斗 机 的 最 多 架次 是 多 少 ? 

又 如 截 角 棋 盘问 题 :考虑 截 去 左上 角 和 右 下 角 各 一 个 小 方 格 的 8 X 8 棋 
盘 , 如 果 有 三 十 一 块 多 米 诺 牌 , 且 每 块 牌 只 能 覆盖 棋盘 上 的 两 个 相 邻 小 方 格 ， 
试问 能 否 用 三 十 一 块 多 米 诺 牌 覆盖 所 有 62 个 小 方 格 ?而 在 第 一 章 第 一 节 中 提 
到 的 岗位 应 聘 癌 题 , 则 是 求 二 部 图 的 最 大 匹配 问题 。 

为 了 给 出 最 大 匹配 的 特征 ,需要 引入 一 些 新 的 术语 , 设 M 是 图 G 的 匹配 ， 
那么 G 的 每 个 顶点 最 多 与 邮 的 一 条 边关 联 .与 好 的 某 条 边关 联 的 项 点 称 为 M 
顶点 ,否则 称 为 于 顶点 .如 果 P 卫 是 G 的 一 条 路 , 且 在 已 中 ,好 的 边 和 吾 (G)NM4 
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的 边 交替 出 现 ,出 称 P 是 G 的 一 条 M- 交错 路 .如 果 M- 交错 路 了 的 两 个 端点 
都 是 股 顶 点 , 则 称 P 为 M- 可 扩 路 .如 果 和 和 8 为 两 个 集合 , 则 AAB 二 (4 一 
8) U (B 一 A) 称 为 A 和 8 的 对 称 差 .下 面 的 定理 将 是 有 用 的 。 

定理 6.1 设 M 和 M, 是 图 G 的 两 个 不 同 匹 配 ,G 的 边 导 出 子 图 
(MA 人 Ms) 的 任意 分 支 一 定 是 边 交错 地 属于 M, 和 M, 的 侦 图, 或 者 是 边 交错 
地 属于 放 , 和 M, 的 路 。 

证 明 设 甩 = (MI 入 M2), 则 8CH) 之 1, 由 于 jM 和 M, 是 G 的 匹配 ,所 
以 同时 属于 M 或 者 M, 的 任意 两 条 边 不 邻接 ,从 而 片 的 任意 顶点 v 至 多 与 一 
条 M, 的 边关 联 , 同 时 也 至 多 与 一 条 M, 的 边关 联 , 即 degn(v) 所 2, 由 此 可 得 
ACH) 所 2, 故 五 的 每 个 分 支 或 者 是 一 条 路 或 者 是 一 个 园 . 由 匹配 的 定义 可 知 
于 的 任意 两 条 邻接 边 一 定 分 别 属 于 不 同 的 匹配 M, 和 M。, 从 而 每 条 路 或 者 转 
的 边 交错 地 属于 必 和 M, 且 每 个 轿 是 偶 国 , 国 

Berge 在 1957 年 ,以 及 Norman 和 Rabin 在 1959 年 分 别 得 到 了 匹配 是 最 
大 匹配 的 充 要 条 件 。 

定理 6.2 G 的 匹配 M 是 最 大 匹配 当 且 仅 当 C 中 不 包含 M- 可 扩 路 。 

证 明 ”利用 反 证 法 . 设 M 是 6G 的 最 大 匹配 , 且 G 中 存在 M- 可 扩 路 P. 由 
于 书 的 两 个 端点 都 是 歼 顶 点 ,从 面 忆 的 长 为 奇数 . 令 h1 = MAE(P), 则 用 是 
G 的 匹配 , 且 1M'| = MI 十 1 与 M 是 G 的 最 大 匹配 矛盾 ,从 而 当 凡 是 G 的 
最 大 匹配 时 ,G 中 不 存在 M- 可 扩 路 。 

利用 反 证 法 证 明定 理 的 充分 性 ,假设 于 是 C 的 匹配 ,并 且 C 中 不 存在 M- 
可 扩 路 ,但 是 M 不 是 如 的 最 大 匹配 . 设 M' 是 G 的 最 大 匹配 , 则 |M| < 1M4 1， 
令 百 = (WMAM'》, 则 五 中 至 少 存在 一 个 分 支 瑟 ,使 得 1 站 ECHD)| < 1 
站 ECH') 1。 由 定理 6.1,H' 是 一 条 坷 长 的 M- 交 销路 ,从 而 十 ,是 人 M- 可 扩 路 ， 
与 G 不 包含 M- 可 扩 路 矛盾 。 国 

根据 定理 6. 2, 如 果 给 定 匹 配 M, 则 通过 确定 @G 是 否 存在 M- 可 扩 路 ,就 有 
可 能 确定 M 是 否 是 最 大 匹配 。 

在 应 用 方面 ,二 部 图 的 最 大 匹配 是 很 有 用 的 ,下 面 的 结果 本 身 也 是 很 有 趣 
的 。 

设 G 是 任 喜 图 ,O, 和 Us 是 V(G) 的 两 个 不 交 的 非 空子 集 , 且 M 是 G 的 区 
配 , 如 果 对 于 任意 u € Ui, 存在 e = uv € M 使 得 v EUs, 且 对 于 Us 的 任意 项 
点 也 有 类 伏 的 结果 , 则 称 在 匹配 M 下 世 匹配 到 U4. 设 U 是 图 G 的 顶点 闻 集 ， 
至 少 与 0 中 一 个 顶点 邻接 的 全 部 顶点 构成 的 集 称 为 U 的 领域 , 记 为 N(U) ,并 
称 N[U] = NU) UU 为 U 的 闭 邻 域 。 

定理 6.3 设 G 是 具有 部 分 集 X* 和 Y 的 二 部 图 , 则 存在 CG 的 匹配 M 使 得 
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在 寻 下 关 匹 配 到 Y 的 某 个 子 集 当 且 仅 当 对 于 任意 SS 多， 
IS| < [NCGS)|, 

证 明 ”假设 在 匹配 对 下 多 匹 配 到 Y 的 某 个 子 集 ,那么 对 关 的 任意 子 集 
5, 在 放下 5S 匹配 到 Y 的 某 个 子 集 T。 由 于 |S1 二 |T1 且 TN(CS), 所 以 
INCS)| 二 181. 

利用 反 证 法 证 明定 理 的 充分 性 ,假设 G 是 二 部 图 ,对 于 关 的 任意 子 集 5， 
I51 达 |N(S)|, 且 不 存在 G 的 匹配 M 使 得 在 M 下 区 匹配 到 Y 的 子 集 。. 选 了 到 
如 的 最 大 匹配 履 , 由 假设 可 知 存 在 XX 的 顶点 4 是 导 顶 点 . 令 上 为 可 以 由 忆 的 一 
条 M- 交错 略 连接 到 的 全 部 顶点 贩 成 的 项 点子 集 .因为 M 是 最 大 匹配 ,由 定 
理 6.2 可 得 v 是 中 唯一 的 对 顶点 ， 

设 5=UNX 且 T 一 UV 个 Y. 根 据 UU 的 定义 以 及 Nt{v) 中 没有 三 顶点 ， 
在 下 3 一 {v) 匹配 到 了 ,因此 |T| = 1$| 一 1 上 且 了 CN(5)。. 又 因为 对 于 任 
意 wE NLS),G 中 存在 一 条 MM- 交错 路 连接 vz 和 过 ,所 以 N(5) TT, 故 N(S》 
二 了 ,从 而 INO5)| = |T1 = |51 一 1< 18|, 与 定理 条 件 矛 盾 . 国 

由 定理 6. 3 可 以 推出 众所周知 的 Hall 定理 . 设 5.,5,,…,5.(n 之 1) 是 一 
组 有 限 非 空 集 ,如 果 存 在 不 同 元 素 的 集合 {5,s:，…,5} 司 得 对 任意 1 夺 i 之 
5 E51 则 称 fs1,s4，…,s.) 为 有 限 非 空 集 组 8,,S:，…",3. 的 不 同 代表 集 。 

定理 6.4 有限 非 空 集 组 $1,5,,…,S,(n 之 1) 存在 不 同 代表 集 当 且 仅 当 
对 任意 1 三 上 三 4 及 集合 组 中 的 任何 个 集 ,它们 的 并 集 至 少 包含 & 个 不 同 元 
家 。 

证 明 ”根据 有 限 非 空 集 组 5,,5;,… 5,(n 之 1) 构造 二 部 图 G 如 下 ; (i)X 
= {zl 人 <i<alY = {yl i 人 m= | Uii5,|} 且 存 在 一 一 映射 /:Y 
一 Ui-SGDE(G) = {ziylf(y) E 51) .因为 对 羡 的 任意 子 集 5， 

ING){ = | YS:l, 


所 以 有 限 非 空 集 5,,5,,… ,S.Cn 之 1) 存在 不 同 代表 集 当 且 仅 当 上 G 存 在 匹配 M 
司 得 在 M 下 XX 匹配 到 阅 , 当 且 仅 当 对 于 性 者 自然 数 上 以 及 集合 组 中 的 任意 和 
个 集合 ,它们 的 并 集 至 少 包含 个 不 同 元 素 。 弄 

上 述 讨论 直接 与 一 个 很 有 趣 的 组 合 问题 一 一 婚姻 问题 有 关 . 在 一 个 乡村 
里 有 一 批 小 伙 子 和 姑娘 ,每 个 姑娘 认识 某 玫 个 小 伙 子 , 同 在 什么 条 件 下 能 够 使 
所 有 姑娘 同 她 认识 的 某 个 小 伙 子 结合 呢 ? 关 于 这 一 点 ,定理 6.4 可 以 改 述 为 ， 

如 果 有 个 姑娘 ,那么 婚姻 问题 有 解 当 且 仅 当 对 任意 (1 三 三 4) 个 姑 
娘 , 至 少 与 其 中 一 位 姑娘 认识 的 小 伙 子 的 数目 至 少 是 A。 

改 述 后 的 定理 6. 4 通常 称 为 Hall 婚姻 定理 。 
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在 前 面 已 经 得 到 ,如 果 M 是 图 G 的 完美 匹 号 ,那么 M) 是 G 的 1 正则 生 
成 子 图 .图 G 的 任何 生成 子 图 称 为 G 的 因子 ,G 的 大 正则 因子 称 为 二 因子 ,这 
样 下 是 图 G 的 1- 因子 当 且 仅 当 ECF) 是 G 的 完美 匹配 .确定 已 知 图 是 否 含有 
1- 因子 是 一 个 十 分 受 人 注意 的 同 题 . 设 五 为 图 G 的 连通 分 支 , 如 果 玉 的 阶 为 
奇数 , 则 称 互 为 G 的 青 分 支 , 且 G 的 所 有 奇 分 支 的 个 数 称 为 奇 分 支 数 , 记 为 
2(G) .1947 年 ,Tutte 得 到 包含 1- 因子 的 图 的 特征 刻画 。 

定理 6. SCTutte) 图 G 存在 1- 因子 当 且 仅 当 对 任意 5 VG)， 

atG 一 人 ) < 131。 

证 明 设 F 是 G 的 1- 因 子 县 WW 为 VCG) 的 任意 子 集 ,对 G 一 W 的 任意 
青 分 支吾 ,区 ( 厅 ) 门 E(F) 不 是 豆 的 完美 匹配 ,从 而 至 少 存在 五 的 一 条 边 使 得 
两 个 端点 分 别 属 于 VCH) 和 号 ,又 因为 ELF) 为 G 的 完美 匹配 ,所 以 olG 一 
攀 ) 三 | 允 |, 即 定理 的 必要 人 性 成 立 。 

当 3 一 纠 时 ,ofG 一 局) 一 o(G) 所 0 从 而 G 只 有 偶 分 支 且 阶 为 偶数 ， 
由 此 可 得 对 VCG) 的 任意 子 集 S,o(G 一 5) 与 |3| 有 相同 的 奇偶 性 。 

对 正 偶数 绢 进行 归纳 . 当 志 一 2 时 ,如 果 G 是 疡 阶 图 使 得 对 VC) 的 任意 
子 集 5,otG 一 5) 达 151, 则 G 守 KK,, 从 而 G 存在 1- 因子 。 

假设 对 于 阶 数 小 于 pCp 是 不 小 于 4 的 偶数 ) 的 全 部 侦 阶 图 已, 如果 对 
VCH) 的 任意 子 集 克 ,ao( 万 一 三 ) 生 | 多 |, 那么 二 存 在 I- 因子. 设 G 是 任意 
阶 图 ,并 且 对 VCG) 的 任意 子 集 So(G 一 5) 所 151. 下 面 分 两 种 情况 考虑 ， 

情况 1 对 VCG) 的 任意 子 集 5, 如 果 2 志 |S| 之 p, 则 oCG 一 5) 之 151。 
因为 kG 一 8) 和 151 有 相同 的 奇偶 性 ,所 以 对 所 有 满足 2 三 15| 过 p 的 VCG) 
的 任意 于 集 5,0(G 一 5) 达 1S| 一 2. 设 e 一 uv € EE(G), 并 且 考 虑 图 G 一 4 一 
vs, 由 于 对 VG 一 uw 一 v) 的 任 寓 子 集 T,olG 一 u 一 v0 一 了 T) 二 olG 一 (TU fa， 
VD |TU fa07| 一 2 二 1 了 人 , 且 G 一 4 一 v 的 阶 数 为 p 一 2, 所 以 出 归纳 
假设 可 得 G 一 一 + 存在 1- 因子 扬 ,从 而 (ELF') U {uv}) 为 G 的 1- 因子 。 

情况 2 存在 VCG) 的 子 集 只 使 得 ofG 一 R) = |R| 且 2 达 1RI 达 p, 不 
妨 设 5 为 满足 上 述 条 件 且 基数 最 大 的 子 集 。 令 o(G 一 5) = 151 一 2 且 CiG， 
1G. 为 G 一 3 的 末 分 支 .如 果 上 基 女 一 的 个 分 支 且 z E VCGo) ,那么 oCG 
一 (人 Utah) 二 4 十 1 一 18U tao}|。 由 定理 条 件 o(G 一 (3 U tw) 所 15 
fw) | ,所 以 olG 一 《SU {uo))) = |S U {wo}|, 与 5S 的 最 大 性 矛盾 ,由 此 可 
得 G 一 3 不 存在 偶 分 支 。 

对 任意 1 莹 i 达 4, 邻 5; 二 SN NVCG)), 则 5 表示 5 中 至 少 与 6G 的 一 
个 顶点 邻接 的 所 有 顶点 构成 的 顶点 于 和 集 , 如 果 存 在 1 三 i 夺 4 使 得 5;== 所 , 则 
Gi 是 避 的 一 个 奇 分 支 ,与 6 不 舍 背 分 支 矛 盾 , 从 而 对 任意 1 夺 i 之 4,S; 关 他。 
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对 和 任意 1 三 达 n 以 及 S1152,…,5. 中 的 站 个子 集 S,(1 达 i 达 和 , 记 它 们 的 并 
集 为 ,由 于 G,(1 达 1 和 如) 为 G 一 耳 的 奇 分 支 ,从 而 1T1 之 ,由 定理 6.4 可 
得 ,存在 5.,5;,…,5. 的 不 同 代表 和 集 (v1 硅 i 之 n), 而 且 对 任意 1 所 i 之, 存 
在 wu EEV(G;) 使 得 uw, EE E(G). 令 Hi=G 一 SS 由， 

如 果 存 在 1 夺 * 夺 # 以 及 VCH,) 的 子 集 WW 使 得 ot 一 W) > IWi, 则 
由 olH 一 W) 与 |W| 有 相同 的 奇 个 性 可 知 oC5 一 W) 之 |Wi 十 2. 因 此 

oG— (SUWU {WD) =aG ww —W)+oG— 5)—1 
宇 131+ WI+1= ISUWOU {wu}1, 

与 $ 的 最 大 性 矛盾 ,从 而 对 任意 1 三 站 达 rn 以 及 VCH,) 的 任意 子 集 W 满足 
ae( 忆 一色) 友 | 人 |。 由 归纳 假设 可 知 ,对 任意 1 和 委 m 子 图 天 ,存在 1- 因子 
所 ,由 此 可 得 ,CU?-AECFD) U (wwll 世 i 之 n)) 为 G 的 1- 央 子 。 

综 上 所 述 ,在 任何 情况 下 ,都 可 得 到 C 的 1- 因子 ,从 而 定理 成 立 . 量 

如 果 GCC 二 2) 是 图 GG 
边 不 交 的 因子 且 U?-,E(G;) 一 EE(G)， 
则 记 G = C, 人 外 C: 巾 … 申 上 ,并 称 C 是 
Gi,Gss…sG, 的 边 和 ,也 称 G, CapC. 
是 G 的 因子 分 解 .如 果 # 为 自然 数 是 对 
任意 1 三 i 达 n,G; 为 G 的 和 因子 , 则 称 
为 可 &- 因 子 分 解 的 .根据 可 -因子 分 
甫 的 定义 可 知 : 对 任意 -正则 图 G,G 当 
然 包 会 因子, 从 而 也 是 可 -因子 分 解 
的 ,特别 在 二 1 时 ,1- 正 则 图 是 可 1- 因 
子 分 解 的 ,下 而 主要 讨论 图 的 1- 因子 分 
解 问题 .任意 2- 正则 图 C 包含 1- 因子 当 且 仅 当 C 的 每 个 分 支 是 偶 图 ,从 而 包 
含 1 因子 的 2- 正则 图 是 可 1- 因子 分 解 的 ,对 于 3- 正 则 图 ,并 非 所 有 3- 正则 图 
都 包含 1- 因子 .图 6. 2 中 的 图 就 是 3- 正则 但 不 含 1- 因子 的 图 。 

然而 Petersen 证 明了 不 包含 1- 因子 的 每 个 3- 正则 图 具有 桥 。 

定理 4. 6(Peteraen) 每 个 无 桥 3- 正则 贸 能 表示 为 一 个 1- 因子 和 一 个 2- 
因子 的 边 和 。 

证 明 ”由 于 任意 3- 正则 图 取 掉 它 的 一 个 1- 因子 后 得 到 的 图 为 2- 正则 
贸 , 从 而 只 要 证 明 每 个 无 桥 3- 正则 图 GG 有 1- 因子 即 可 .假设 无 桥 3- 正则 图 C 
没有 1- 因子 ,那么 由 定理 6.5, 存 在 VG) 的 子 集 3 使 得 o(G 一 5) > IS|. 设 
4 二 |S1 且 G:(1 三 i 祁 nn 之 上 ) 是 G 一 S 的 奇人 邹 支 .如 果 存 在 1 三? 夺 4 使 
得 不 存在 连接 V《G,) 到 5 的 边 , 刚 C; 是 奇 阶 3- 正则 图 ,与 推论 1. 1 矛盾 ,从 而 


图 6.2 不 包含 1- 因子 的 3- 正则 图 
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对 于 任意 1 所 ;所 nm 至 少 存在 奇数 条 边 连 接 Y(G;) 到 3。 又 因为 G 没 有 桥 , 所 
以 对 于 任意 1 之 i 和 ,至 少 存在 三 条 边 连接 VCG;) 到 S, 即 连接 U7-,Y(CGD) 到 
3 的 边 数 至 少 有 3a 条 , 另 一 方面 ,由 于 |S| 一生 上 且 S 的 所 有 顶点 为 3 度 顶 点 ， 
所 以 连接 U,V (G:) 到 3 的 边 数 最 多 有 也 条 , 邑 拓 之 3n, 与 4 之 上 秘 盾 .由 
此 可 得 ,对 Y(G) 的 任意 子 集 S,0tG 一 8) 三 13|。 由 定理 6.5,G 存在 1- 因子 。 
国 

定理 6. 6 说 明 每 个 无 桥 3- 正则 图 能 分 解 成 一 个 1- 因子 和 一 个 2- 因子 .如 
果 这 个 2- 因子 能 分 解 成 两 个 1- 因子 的 边 和 ,那么 G 是 可 1- 因子 分 解 的 .不 过 ， 
并 非 每 个 无 桥 3- 正则 图 是 可 1- 因子 分 解 的 ,Petersen 图 就 是 包含 1- 因子 ,又 
不 存在 1- 因子 分 解 的 无 桥 3- 正则 图 ( 见 图 5. 12a) 。 

关于 图 的 1- 因子 分 解 , 对 于 二 部 图 已 经 完全 解决。 

定理 6.7 任意 非 空 的 正则 二 部 图 是 可 1- 因子 分 解 的 。 

证 明 ”对 非 空 的 正则 二 部 图 的 顶点 度 rlr 之 1) 进行 归纳 。 当 -一 1 时 , 结 
果品 然 成 立 ,假设 对 诬 为 r 一 1(r 之 2) 的 每 个 正则 二 部 图 全 ,机 是 可 1- 因子 
分 和 解 的 , 设 G 是 7- 正则 二 部 图 ,六 和 Y 了 是 G 的 部 分 集 且 S 是 多 的 任意 子 集 . 因 
为 G 是 -正则 的 ,所 以 与 5 的 顶点 关联 的 边 数 是 r1S|, 且 这 些 边 也 与 N(S) CC 
了 的 顶点 关联 . 同 理 可 得 与 N(S) 关联 的 边 数 为 r|N(S)|, 故 r| NS3)| 之 
r|3|, 即 IN(S)| 之 |S|。 由 定理 6.3, 存 在 G 的 匹配 使 得 匹配 到 Y 的 其 个 子 
集 , 即 |X| 三 17Y|。 对 了 进行 类 似 讨论 可 得 :存在 G 的 匹配 使 得 Y 匹配 到 的 
某 个 子 集 , 即 |Y| 六 |X|。 由 此 可 得 | 天 ,| 一 |Ys| 且 GG 有 1- 因 子 F. 令 H 一 G 
一 EEC, 则 五 为 Cr 一 1- 正则 二 部 图 ,由 归纳 假设 可 得 严 是 可 1- 因子 分 解 
的 ,从 而 ,G 也 是 可 1- 因子 分 解 的 . 国 


练习 


1, 证 明 : 树 至 多 有 一 个 完美 匹配 ， 

2. 两 人 在 图 G 中 做 和 游戏。 游戏 规则 是 两 个 人 交替 地 选择 相 异 的 顶点 ra 
mi 使 得 对 每 个 ; > 0ov; 与 w- 邻接 ,最 后 一 个 顶点 的 选择 者 得 胜 . 证 明 : 第 
一 个 选 点 人 存在 必 胜 策略 的 充 要 条 件 是 G 设 有 完美 匹配 。 

3. 求 民 s, 和 天 ,中 不 同 完美 匹配 的 个 数 。 

4 对 每 个 大 于 的 正 整数 双 , 找 出 设 有 完美 匹配 的 刀 - 正则 图 的 例子 。 


6.2 ”最 大 匹配 的 算法 


在 匹配 的 应 用 问题 中 ,我 们 经 常 需 要 求 出 给 定 图 的 最 大 匹配 或 者 满足 某 
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些 条 件 的 最 大 匹配 ,从 而 需要 考虑 求 出 给 定 图 的 最 大 匹配 的 方法 问题 , 即 最 大 
匹配 的 算法 .对 于 二 部 图 ,在 1931 年 ,由 匈牙利 学 者 Egervéry 给 出 了 求 最 大 匹 
配 的 算法 , 故 和 通常 称 这 个 算 法 为 匈牙利 算法 。 

名 牙 利 算法 的 基本 思想 方法 非常 简单 . 设 二 部 图 G 的 部 分 集 分 别 为 区 和 
Y, 从 图 C 的 任 喜 匹 配 好 开始, 若 不 中 的 所 有 顶点 是 对 顶点 , 则 好 就 是 最 大 匹 
配 , 算 法 结束 .如 果 忒 中 存在 天 顶点 x, 则 系统 地 寻找 一 条 以 xz 为 起 点 的 M- 可 
扩 路 ,寻找 的 具体 方法 下 面 再 详细 叙述 .如 果 找 到 了 一 条 M- 可 扩 路 己 , 则 
= 一 MAE(P)? 就 是 比 M 更 大 的 匹配 ,利用 M 代 短 训 ,并 重复 这 个 过 程 .如 果 不 
存在 以 x 为 起 点 的 好- 可 扩 路 , 则 得 到 由 MM- 交错 路 连接 到 4 的 顶点 于 系 3 出 
丁 使 得 5 宇 天 且 了 CY. 与 定理 6.3 的 证 明 类 似 可 得 :NCS)} = 二 TT,|N(S)| = 
181 一 1 且 在 匹配 型 下 SNzx+ 匹配 得 了 ,由 此 可 知 在 好 的 扩张 过 程 中 ,一 定 不 
存在 以 4 为 端点 的 M- 可 扩 路 ,此 时 称 “ 为 检验 过 的 县 顶点 ,对 人 * 中 其 它 未 检 
验 过 的 到 顶点 重复 这 个 过 程 ,直到 X 中 的 所 有 于 顶点 全 部 检验 过 为 止 . 当 整 
个 过 程 结束 时 ,由 于 G 中 不 存在 M- 可 扩 路 ,从 而 好 为 G 的 最 大 匹配 。 

设 朵 是 G 的 匹配 ,是 关中 的 至 顶 点 。 若 树 瑟 二 上 满足 (ie EVD 
《ii 对 如 中 的 任意 顶点 ww, 五 中 唯一 的 上 一 聊 是 好 - 交错 路 , 则 称 五 为 根 是 w 
的 M- 交错 树 . 令 5 = {fv E VCD|dyluyv) 为 偶数 } 且 了 = {vvE 
VCH) dnlu1v) 为 奇数 }, 则 5 = 二 站 VCH) 且 荆 = YN 个 VCH), 在 图 6.3 中 
给 出 了 一 个 M- 交错 树 。 


好 | "| . 


图 6.3 图 G 的 匹配 及 一 个 -交错 树 
寻找 一 条 以 “为 起 点 的 M- 可 扩 路 的 过 程 主要 包括 “生长 " 一 个 根 为 上 的 
af- 交错 树 五 ,从 而 匈牙利 算法 的 核心 是 根 为 “的 M- 交错 树 如 的 “生长 ” 方 
法 .如 果 根 为 x 的 MM- 交错 树 书 满足 ， 
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(WNCGS) = 了 , 且 

《byV CH) 中 包含 唯一 的 枉 顶点 2, 故 INCS)| = 13| 一 1, 即 互 无 法 再 
“生长 "时 , 称 五 为 一 个 匈牙利 树 。 

现在 我 们 寻 论 M- 交错 树 恕 的 “生长 "方法 .在 算法 开始 时 , 豆 仅 由 顶点 z 
组 成 , 记 5== {x} 且 了 = 秃 . 在 五 的 生长 过 程 中 ,我 们 必须 考虑 以 下 两 种 情况 ， 
GDN(S) 和 了 或 者 iDN(S) = 了 。 

如 果 情 况 (i) 出 现 , 则 存在 ?GE NS)NT 及 z E 5 使 得 zy € E(G)\NM, 当 
3 是 硒 顶点 时 ,将 顶点 ?和 边 rzy 加 入 吾 , 此 时 号 中 唯一 的 w 一 ?路 为 W- 交错 
路 已 ,用 M = MAECP) 代 敬 M, 继 续 检 验 其 它 未 检验 的 耳 顶点 , 当 y 是 计 顶 
点 时 ,存在 yz &€ 好, 此 时 必 有 z 竺 S, 将 顶点 yz 和 边 zysyz 加 入 树 吾 ,用 3 
1z} 代替 S, 用 了 U {y} 代替 了 ,继续 M- 交错 树 吾 的 “生长 "”。 

如 果 情 况 Gi) 出 现 , 由 得 到 一 个 凡 4 为 根 的 匈牙利 树 ,说 明 G 中 不 存在 以 
4 为 端点 的 M- 可 扩 路 ,放弃 顶点 ww, 对 其 它 未 检验 的 对 顶点 继续 这 个 过 程 。 

由 于 图 G 的 顶点 集 Y(G) 为 有 限 集 ,所 以 我 们 在 M- 交错 树 的 生长 中 ,一 
定 得 到 一 条 对 - 可 扩 路 或 者 得 到 一 个 匈牙利 树 , 从 而 匈牙利 算法 必定 有 限 步 
结束 且 得 到 图 C 的 最 大 匹配 。 

算法 6A( 徊 牙 利 算法 ) 设 G 是 部 分 集 为 XX 和 Y 的 二 部 图 , 且 MM 是 G 的 已 
知 匹 配 。 

上 令 X'= 二 妆 。 

2. 如 果 关 \X’ 中 不 存在 股 顶 点 , 则 算法 结束 .如 果 X\X' 中 存在 到 顶点 z， 
则 置 5 = {fw} ,T= 多 且 对 顶点 4 标号 为 L(u) = x。 

3. 如 果 和 (5) 一 本 , 则 用 XU {x} 代替 ,删除 顶点 的 所 有 标号 ,并 和 转向 
第 二 步 。 

4. 如 果 NI5) 夭 T, 则 存在 ?EN(S)NT 及 z 和 ES 使 得 zyE ECG)。 

如果 y 是 本 顶点 , 则 将 9 标记 为 L(y) 一 f+. 令 wv 二 yy, 对 任意 0 之 上 之 4 一 
1 令吉 nt 二 区 v6) 且 和 二 ww, 则 路 wovi*…w, 是 一 条 MM- 可 扩 路 了 .用 MAECP) 
代替 M ,删除 所 有 的 顶点 标号 ,并 转向 第 二 步 。 

如 果 ? 是 邮 顶 点 , 则 存在 zy E M. 用 SU fz) 代替 S, 用 了 U {y}) 代理 了 ， 
将 > 标号 为 !f3?} = z, 且 z 标号 为 !{z} = y, 并 转向 第 三 步 ， 

说 明 :Ca) 在 算法 6A 中 , 根 为 4 的 M- 交错 树 召 的 边 集 利用 顶点 标号 4 区) 
表示 , 即 :w = 1(w) 表示 vw E EC(H)， 

Lb) 由 于 在 M- 交错 树 身 的 生长 过 程 中 ,如 果 向 了 中 添加 顶点 y, 则 阿 时 
向 3 中 添加 顶点 = 使 得 yz E 可 ,所 以 在 没有 授 到 其 它 的 陪 顶 点 以 前 ,保持 在 匹 
配对 下 了 匹配 到 Se 。 
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作为 例子 ,考虑 图 6.4 中 的 图 G, 并 依 W 一 {zayayzayaszs3s) 为 初始 匹配 。 
在 图 6.4 中 生长 出 一 个 以 z 为 根 的 M- 交错 树 ,并 得 到 一 条 M- 可 扩 略 
ZI3aza3y0 由 此 可 得 新 的 匹配 il 一 {zi3ayzaivziyayzs35)。 从 和 中 唯一 的 了 
顶点 开始 生长 出 一 个 M'- 交 错 树 , 由 于 不 存在 用 -可 扩 路 ,算法 停止 .此 时 ， 
5 = (zzrzt 且 了 = 一 NGS) 一 {y2,y4) ,表明 M' 就 是 G 的 最 大 匹配 。 


站 pA a A 要 a \ 
ee 
XA ~、 小 小 y 小 
n 
Ea 3 入 ¥ ¥ 


名 人 


aad ~\\ YY 


图 6.4 二 部 图 G 的 最 大 匹配 计算 过 程 

在 1965 年 ,Edmonds 对 匈牙利 算法 进行 了 修改 使 得 修改 后 的 匈牙利 算法 
可 以 应 用 到 一 般 图 , 从 而 得 到 了 一 般 图 求 最 大 匹配 的 一 个 好 算法 .在 介绍 
Edmonds 的 算法 以 前 ,需要 介绍 一 些 新 的 概念 。 

在 二 部 图 最 大 匹配 的 匈牙利 算法 中 ,由 于 S 三 又 且 卫 了 ,所 以 当 >y € 
N(SMNT 时 ,yEY 且 y 5; 当 yz € M 时 ,z & SUT. 由 此 可 得 所 有 S 中 的 
顶点 由 偶 长 的 M- 交错 路 连接 到 zx, 而 所 有 了 中 顶点 由 奇 长 的 M- 交错 路 连接 
到 w, 且 由 二 部 图 的 结构 特征 保证 S 门 了 = 分。. 设 W 为 任意 图 C 的 匹配 且 z* 为 
股 顶 点 ,如 果 v E V(G) 且 存 在 侦 长 的 M- 交错 路 连接 到 vw, 则 称 人 顶点 0 为 5 
型 顶点 ,类 似 由 奇 长 的 MW- 交错 路 连接 到 "的 顶点 称 为 了 型 顶点 。 在 一 般 图 中 ， 
由 于 不 可 能 严格 地 区 分 S 型 顶点 和 了 型 顶点 ,所 以 可 能 出 现 某 个 项 点 既是 3 
型 顶点 ,也 是 了 型 顶点 , 即 在 M- 交错 树 的 生长 过 程 中 ,过 到 了 一 个 奇 长 图 .由 
此 可 知 , 在 一 般 图 中 使 用 匈牙利 算法 必须 克服 奇 长 图 的 问题 .Edmonds 对 这 
个 疝 题 给 出 了 很 好 的 解决 方法 。 

设 必 是 图 G 的 匹配 , 若 C 是 6G 的 奇 长 图 且 IMN ECO)| 二 (VC)| 一 
1)/2, 则 在 VCC) 中 存在 唯一 的 顶点 wv 使 得 它 在 C 中 关联 的 两 条 边 都 不 属于 
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M.。 如 果 忆 为 一 条 偶 长 的 M- 交错 路 使 得 忆 为 与 C 内 不 交 的 wx 一 ”路 且 v 为 殉 
顶点 , 则 Y(C)N{z} 中 的 所 有 顶点 既是 3 型 顶点 也 是 了 型 项 点 , 称 由 路 卫 和 奇 
图 C 所 构成 的 子 图 为 G 的 花 , 称 C 为 花草 ,wv 为 花 托 ,P 为 花 柄 , 且 为 花 根 , 设 
互 为 G 的 花 , 则 由 花 根 “到 花苞 中 的 任意 顶点 存在 偶 长 的 M- 交错 路 , 且 除 花 
托 v 以 外 ,花苞 中 的 任意 顶点 存在 奇 长 的 M- 交错 路 连接 到 w。 

Edmonds 对 匈牙利 算法 补充 的 核心 为 ;如果 在 M- 交错 树 的 生长 中 , 一旦 
发 现 G 的 花 吕 , 设 下 的 花苞 和 花 托 分 别 为 C 和 则 在 图 G 中 将 C( 包 含 z) 收 
缩 为 一 个 伪 点 ww 所 Y(G)) 得 到 新 图 G' 使 得 VG') = (GCC HU 
{zm),E(GD) = EG 一 VC)) U {wzlr E VIG) WIC) ,有 存在 yE Y(C) 使 
得 fy EE(G)} ,如 果 B8 的 花 根 4 关 v, 则 存在 zo E M, 令 M' = CM 丫 EE(G')) 
U {wzr}) ,否则 , 邻 JM = 导 站 ECG')。 用 MM' 代替 MM, 用 G' 代替 G, 邻 由 为 5 型 
顶点 ,然后 继续 M- 交错 树 的 生长 。 

根据 上 面 说 到 的 花 的 特点 , 若 在 收缩 图 中 存在 以 花 根 « 为 端点 的 MM- 可 扩 
路 , 则 不 难看 出 ,在 G 中 也 存在 以 & 为 端点 的 M- 可 扩 路 。 

有 两 点 必须 进行 说 明 : 第 一 , 在 MM- 交错 树 的 生长 过 程 中 ,图 的 花 出 现 有 
两 种 可 能 性 ,一 种 情况 是 M- 交错 树 中 的 两 个 3 型 硕 点 之 间 有 非 MM 的 边 违 接 ， 
另 一 种 情况 是 两 个 了 型 顶点 之 间 有 好 的 边 连 接 。 

第 二 ,在 算法 的 执行 过 程 中 ,可 能 存在 某 个 擅 顶 点 又 出 现在 另 一 个 花 的 花 
胸中 ,因而 ,一 般 说 来 , 伪 项 点 的 内 部 可 能 包含 另 一 个 的 项 点 ,但 是 当 将 伪 顶 点 
还 原 到 G 时 ,每 个 的 顶点 总 对 应 的 奇 阶 子 图 。 

算法 6B8(Fdmonds) 设 G 为 任意 的 图 , 昌 人 为 G 的 已 知 匹 配 。 

1. (初始 化 ) 置 久 = 分 。 

2. (初始 化 树 ) 如 果 Y(G)NAX 中 的 亚 顶 点 个 数 不 超 过 1, 则 及 为 G 的 最 大 
匹配 ,算法 结束 ,否则 , 任 取 VLG)\X 中 的 梢 顶点 x, 冒 S = fv} ,T= ,Go = 
G,Mo = MBEi= 0, 

3. (产生 匈牙利 树 ) 如 果 入 (5) 二 个 , 则 在 G; 中 不 存在 以 x 为 端点 的 M; 
可 扩 路 ,公克 U {e} 为 XX, 放 弃 所 有 的 收缩 图 ,并 返回 第 二 步 。 

4 《检查 树 ) 如 果 N(5) 天 了 , 则 存在 yE NCS)NT 及 上 cS 使 得 zy € 
BEG) HL ry & M, 

5.《 收 缩 花 ) 如 果 3E 3, 则 得 到 G, 的 花旦 ,收缩 B, 的 花苞 C; 为 伪 点 ww 得 
收缩 图 Gt, 置 (SNVEG4DODU fw} 为 S$,TN VG40) 为 Tw = 4, 且 Mit 
为 于 在 G 中 的 对 应 匹配 (如 果 w 为 B; 的 花 托 , 则 Mt = Mi 间 记 (Gir1), 否 
则 Miti 一 (Mi 站 EG40) U {wiz), 其 中 zw € Ml 且 wi 为 B; 的 花 托 )。 利 用 
1 十 1 代替 ;并 转向 第 三 步 。 
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6.〈 得 到 可 扩 路 ) 如 果 y 是 研 顶点 , 则 得 到 G, 中 以 z 为 端点 的 MM- 可 扩 有 路 
PD。 如 果 已 知 G; 中 以 z 为 恕 点 的 Mr 可 扩 路 Pi(1 科 了 科 中, 则 构造 Gj-, 中 以 
& 为 端点 的 Mi-- 可 扩 路 P;-, 如 下 : 

如 果 zm- 所 Y(PD, 则 已 就 是 Gj- 中 以 w 为 端点 的 Mi- 可 扩 路 Pj-1， 
即 令 Pi-, = Pj。 

如 果 志 -1 E VCPD), 则 选取 ww;_-1x € E(P)\Mjwy EV(Ci_1) 使 得 zy EE 
EE(G,-) ,By-, 中 连接 “到 y 的 个 长 My-1- 交错 路 了 P' 及 P" 为 P 中 以 z 为 端点 
且 不 包含 wj-'1 的 子路 , 令 己 -一 已 十 zy 十 已。 

最 后 用 MAE(CP。) 代替 M, 并 转向 第 二 步 。 

7. ( 树 的 生长 如 果 ? 是 Mi 顶点 , 则 存在 zyE 内 且 = 专 3UT, 置 了 二 
{yj 为 全 ,5S U {z) 为 5, 并 转向 第 三 步 。 

我 们 在 前 面 已 经 介绍 了 Edmonds 算法 的 主要 思想 ,这 里 省 略 它 的 证 明 。 
作为 例子 可 见 图 6. 5 中 所 示 的 图 G 以 及 最 大 匹配 的 计算 过 程 。 
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图 6.5 图 G 的 最 大 匹配 计算 过 程 
练习 
1. 求 岗位 应 聘 图 (图 1.1) 的 最 大 匹配 。 
2. 求 正 十 二 面体 图 的 最 大 匹配 。 
6.3 要 盖 


如 果 图 G 的 顶点 子 集 $ 满足 S 中 任意 两 个 顶点 不 邻接 , 则 称 5 为 G 的 顶 
点 独立 集 或 者 简称 为 独立 集 1 基 数 最 大 的 独立 集 称 为 G 的 最 大 独立 集 , 且 最 大 
独立 集 的 基数 称 为 G 的 顶点 独立 数 或 独立 数 , 记 为 A(G) .图 G 的 匹配 也 称 为 
G 的 边 独 立 集 , 且 最 大 匹配 的 基数 称 为 G 的 边 独立 数 , 记 为 PF (G), 例 如 :如 果 
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现世 nn 那么 Ko) 二 nn,PCK-) = mm。 

如 果 图 G 的 一 个 顶点 和 一 条 边 是 关联 的 , 则 称 它们 在 图 G 中 是 彼此 覆盖 
的 .如 果 图 @ 的 顶点 子 集 S 使 得 对 @G 的 任意 一 条 边 ,至 少 存在 $ 中 的 一 个 项 点 
覆盖 它 , 则 称 S 为 G 的 覆盖 ,显然 ,顶点 集 V(G}) 是 的 覆盖 ,如 果 S 是 权益 , 且 
对 GG 的 任何 覆盖 5S' 使 得 1S'| 之 |$1, 则 称 5 为 最 小 覆盖 , 且 |S| 称 为 G 的 覆 
盖 数 , 记 为 a(G)。 类 似 地 ,可 定义 没有 了 弥 立 顶点 的 图 G 的 边 材 盖 , 最 小 边 材 盖 
和 边 覆 尊 数 a (G)。 

设 图 G 表示 某 个 城市 的 地 段 , 那 未 街道 的 交叉 点 和 街道 的 端点 就 是 C 的 
顶点 ,而 相 分 两 个 交叉 点 或 者 端点 之 间 的 街道 跋 就 是 局 的 这 .如 果 项 望 在 某 些 
街道 交叉 点 或 者 端点 处 配置 一 名 交通 警 使 得 对 城市 的 该 地 段 任何 位 置 ,至 少 
存在 一 名 交通 警 能 尽快 地 到 达 这 个 位 置 (不 需要 穿 过 其 它 的 交叉 点 或 端点 )， 
即 在 每 条 街道 毁 ,希望 至 少 在 它 的 某 个 交叉 点 或 端点 处 配置 一 名 交警 ,那么 所 
需 最 少 交通 警 的 个 数 就 是 <(C) 。 

在 图 6. 6 所 示 的 要 塞 中 ,每 个 墙头 都 有 一 个 灯塔 .站 在 墙 上 的 一 名 卫兵 只 
能 看 到 他 所 在 墙 的 两 头 上 的 灯塔 .为 了 看 到 全 部 灯塔 需要 卫兵 的 最 少数 是 多 
少 ?因为 相应 的 图 的 最 小 边 枢 一 为 7, 所 以 有 7 名 卫兵 就 足够 了 。 


图 6.6 一 个 图 的 最 小 边 覆盖 
对 于 mm 之 nvalKo.n) =m 和 a (Koa) 一 mm。 
在 考 蝶 4 个 参数 a(G) ,a 《G) ,8(G) 和 BC(G) 之 间 的 相互 关系 时 ,由 于 当 户 
生 2 时 ,BCK) 一 1,8'CK,) 一 [条 |.a(K) 一 p 一 1 和 w(K,) 二 | 条, 所 以 
对 于 上 面 的 两 类 阶 图 , 即 尺 .ln 十 m 二 p) 和 天 ,可 得 
afG) + AG = dO) + PG) = p, 
由 Gallai 给 出 的 定理 说 明 对 于 任意 没有 孤立 顶点 的 图 ,上 式 也 成 立 。 
定理 6.8 ”如果 口 是 没有 孤立 顶点 的 二 阶 图 , 则 
akG) 十 BC) 一 户 (86.1) 


oa) 十 序 (C) = po。 (6.2) 
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证 明 ”首先 证 明 (6. 1) 成 立 . 设 U 是 G 的 最 大 独立 集 , 即 1U| 二 ACG). 显 
然 VCG) 一 品 是 G 的 覆 订 ,因此 ,a4G) 三 Pp 一 BC(G) ,如 果 久 是 避 的 最 小 覆盖 ， 
那么 Y(G) 一 多 是 G 的 独立 集 ,由 此 可 得 ,8CG) 之 p 一 akG) ,结合 上 述 两 个 
不 等 式 ,可 得 (6. 1) 成 立 。 

最 后 证 明 (6. 2) 成 立 . 设 M 是 G 的 最 大 边 独立 集 , 即 |M| 一 户 (G) ,显然 
MM 覆盖 了 G 的 2 (G) 个 顶点 .对 任意 一 个 肛 顶 点 ,选择 一 条 与 它 关 联 的 边 ,并 
且 定 义 M' 是 选择 的 所 有 边 与 M 的 并 集 , 则 M' 是 的 边 覆 盖 , 从 而 1M'| 之 
ww(G) ,又 因为 [MI 十 1af1 = 和 ,所 以 w(G) 十 CG) 之 p. 设 Mr 是 G 的 最 小 
边 要 盖 , 即 1M' | =e (G) ,由 2 最 小 性 可 得 (6a4' ) 的 每 个 分 支 是 树 。 从 《ad ) 的 
每 个 分 支 中 任意 选择 一 条 边 , 用 M 表示 由 此 所 产生 的 边 子 集 , 则 于是 C 的 边 
独立 集 , 从 而 | 大户 (G) 且 |M1 是 CM4') 的 分 支 数 设 p(1 所 iS |M1) 是 


加 
CM') 各 分 支 的 阶 则 中 一 | 于 | = (pi 一 上 一 p 一 [M1, 故 IM 二 IMI 一 
| 


p' 即 otG) 十 户 (G) 之 p, 从 而 (6.2) 成 立 . 国 

从 上 述 论证 可 知 匹 配 与 边 覆 盖 之 各 的 关系 并 不 像 独 立 集 与 覆盖 之 间 的 关 
系 那样 倘 单 .对 于 顶点 集 Y(C) 来 说 ,独立 集 与 覆盖 是 互 余 的 集合 ,而 对 边 集 
名 (G) 来 说 ,匹配 与 边 枝 盖 并 不 一 定 是 互 余 的 集合 。 

如 果 C 是 图 C 的 覆盖 旦 对 是 边 独立 集 ,那么 对 对 的 每 条 边 。, 存 在 C 的 顶 
点 zw 与 < 关联 又 因为 对 任意 *, 7 EM, 由 e 关 了 可 得 v 关 wi 所 以 IC| 之 |M|。 
由 于 G 的 覆盖 C 和 边 独 立 集 M 是 任意 选取 的 ,所 以 w(C) 之 pp (G)。 

一 般 说 来 ,上 式 中 不 一 定 等 式 成 立 , 但 是 如 果 @G 是 二 部 图 ,那么 真 像 由 
Kanig 证 明 的 那样 ,zx(C) = P(tG}。 

定理 6.9(Kbnlg) 如 果 C 是 二 部 图 , 则 

afG) = fF (G), 

证 明 ”因为 对 任意 图 G,atG) 之 CG), 所 以 只 要 证 明 atG) 世 (G) 即 
可 . 设 V ,和 V, 是 G 的 部 分 集 且 放 是 G 的 最 大 匹配 , 则 记 (G) = [MI. 用 U 表 
示 W 中 全 部 用 顶点 构成 的 顶点 子 集 . 如 果 UU = 纪 , 则 由 VV 是 G 的 覆盖 可 得 
a(G) 达 户 (G) ,结论 成 立 ,从 而 假设 UU 关 训 . 设 S 是 可 以 由 必 - 交错 路 连接 到 
UU 的 所 有 顶点 构成 的 顶点 子 集 ,Wi 二 S 间 V 且 Ws 二 5 几 V;, 则 由 定理 6.3 
的 证 明 可 知 :在 放下 W, 一 UV 匹配 到 Ws 且 NOWW) 二 Wis 从 而 |W,| 一 |W| 
= 人 zl。 

令 C = OV 一 WU Wi。 如 果 存在 G 中 边 wew 不 是 由 C 覆 尊 的 , 则 vw E 
WI 且 志 入 Ws, 与 S$ 的 取 法 蔬 盾 。 

从 而 C 为 G 的 覆盖 .又 因为 MI 二 |V1| 一 ||, 所 以 
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ICl= IV WI + w= IY ~ Vi= 1Ml, 

即 a(G) 之 ICI = |M| 一 r(O), 定 理 结论 成 立 . 国 

定理 6.10 ”如果 G 是 无 性 立 项 点 的 二 部 图 , 则 

BA(G) = ww(G)。 
证 明 ” 设 G 是 无 孤立 顶点 的 二 部 图 ,由 定理 6.8 和 定理 6. 9, 有 
a(G) + BG) = a (6G) + HG) 有 
a(G) = pF (0), 

所 以 (5) = AKCG), 国 

对 于 一 般 图 ,Weinstein 得 到 了 边 独立 数 的 上 界 和 下 界 。 

定理 6.11 设 G 是 设 有 孤立 顶点 的 p 阶 图 , 那 末 


[reals# 0 < | 

且 所 有 界 都 是 可 达 的 。 

证 明 设 M 为 G 的 最 大 匹配 , 则 MM 覆盖 的 大 点 数 为 28 (G), 从 而 2 CG) 
世间 |, 即 边 独立 数 的 上 界 成 立 , 且 当 C 为 完全 图 时 ,达到 边 独 立 数 的 上 界 。 

下 面 对 9(G) 归纳 证 明 饭 (G) 的 下 四 成 立 .如 果 4 一 1 或 9 一 2, 那么 容易 
验证 下 界 成 立 ,假设 对 无 绝 立 顶点 的 大 小 9 不 超过 4 之 2) 的 任意 图 , 边 独 立 
数 的 下 界 成 立 . 设 G 是 无 名 立项 点 的 大 小 为 9 二 十 1 的 阶 图 .如 果 G 不 连 
通 , 设 G1 为 G 的 一 个 分 支 , 且 Gs = G 一 4G), 则 


= A 
PO = GD TRGN 2 TERG + 


pO) |_pO) pp 
二 1 十 A(G) 1+ACG) 1+ACG)' 


PCa) 
1 十 Ac) 


所 以 
pr GOD> [Te sl 

从 而 可 假设 G 为 连通 图 。 

如 果 G 存在 图 边 e, 则 G 一 < 的 大 小 为 上 ,由 归纳 假设 可 得 : 

PO EHC- TFA -> Tr 

即 对 包含 圈 的 大 小 为 上 十 1 的 图 , 边 独 立 数 的 下 界 成 立 。 

假设 G 是 树 , 如 果 G 宇 Ki bp 则 CG) = p/(1 十 ACG)) 一 1, 这 也 说 明 
了 下 界 是 可 达 的 如果 C 关 大 ,由 于 C 存 在 顶点 使 得 除 一 个 顶点 “ 外， 
NGo) 中 所 有 顶点 为 G 的 瞻 挂 点 , 令 G =G 一 (N[z]\te), 则 对 G 的 任意 最 
大 匹配 M,M 恰好 包含 EC)NE(C" ) 中 的 一 条 边 。 由 归纳 假设 可 得 ; 
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pO') 


FO =1+PO) 1+ TEA 


之 1 二 立 一 degc(z) p 
1 十 A(G) 一 1 二 AGO 
综 上 所 述 , 边 独立 教 的 下 界 成 立 , 旦 是 可 达 的 .图 
结合 定理 6.8 和 定理 6. 11 ,可 得 下 面 的 结果 
推论 6.11 设 C 是 没有 孤立 项 点 的 志 阶 图 , 则 


舍 攻 v0 < [Ss 


且 所 有 界 是 可 达 的 。 

对 没有 孤立 顶点 的 思 阶 图 ,容易 得 到 1 夺 hCG) 太一 1, 而 和 县 这 些 界 是 
可 达 的 ,这 意味 着 1 乞 <(C) 碟 户 一 1, 各所 有 办 也 是 可 达 的 。 

设 $ 为 VC(G) 或 E(G) 的 于 和 集 且 了 为 图 的 一 个 性 质 ,如 果 S 有 性 质 叫 ,但 
对 于 任意 5CTCVCG)( 或 E(G)),T 没 有 性 质 P, 则 称 S 关 于 性 质 卫 是 极 大 
的 ! 面 5 关于 性 质 呈 是 极 小 的 ,如 果 5 有 性 质 了 ,但 5 的 任意 真子 集 没有 性 质 
已 虽然 与 此 类 似 的 概念 以 前 已 经 提 到 过 ,但 这 种 思想 在 这 一 章 将 会 以 一 种 更 
系统 的 方式 介绍 ,尤其 是 ,对 于 某 种 性 质 呈 ,我 们 将 对 关于 性 质 P 的 极 大 集 或 
极 小 集 的 最 大 或 最 小 基数 感 兴趣 。 

例如 ,在 图 中 最 大 基数 的 极 大 独立 集 称 为 最 大 独立 集 , 最 大 独立 集 的 基 
数 称 为 局 的 独立 数 , 且 记 为 8G) .图 的 极 大 独立 集 的 最 小 基数 称 为 G 的 下 
独立 数 , 记 为 i(G)。 

对 于 二 部 完全 图 Kts 扫 人 ,只 有 两 个 极 大 独立 集 , 即 天,, 的 两 个 部 分 集 ， 
所 以 BRKK,) = 二 人 KW) 一 

类 似 地 ,在 图 C 中 ,具有 最 大 基 救 的 极 大 匹配 或 极 大 边 独立 集 就 是 C 的 最 
大 匹配 ,最 大 匹配 的 基数 称 为 @ 的 边 独 立 数 CG) 。 极 大 匹配 的 最 小 基数 就 是 
局 的 下 边 独 立 数 ,用 (G) 表示 。 例 如 ,对 路 PP Po) 一 3 且 z(P 一 2 下 面 
给 出 的 是 有 关 极 大 边 独立 和 集 的 两 个 结果 。 

定理 6. 12 ”对 于 每 个 非 空 国 CC) 之 记 (G) 271(G)。 

定理 6.13 设 G 是 非 空 图 .如 果 上 是 整数 是 !(G) 万 4 乞 记 CG), 则 G 包 
含 基数 为 的 极 大 匹配 。 


练习 
1. 证 明 ,图 CG 是 二 部 图 当 旧 仅 当 对 C 的 每 个 子 图 如 ,80 了 ) 之 
二 ICP?1。 
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2. 设 品 是 图 G 的 顶点 子 集 ,利用 定理 6.5 证 明 :G 存 在 匹配 秦 盖 U 当 且 仅 
当 对 每 个 V(G) 的 子 集 5, 只 包含 UU 的 顶点 的 G 一 S 的 背 分 支 数 不 超 过 1S1。 
3. 证 明 , 定 理 6. 12。 
. 证明 :定理 6. 13。 
:说明 对 极 大 独立 集 不 存在 类 似 于 定理 6. 12 和 定理 6. 13 的 结果 。 
.刻画 满足 任意 两 个 不 同 的 极 大 独立 集 是 不 交 的 非 空 图 的 特征 。 


C2. 汗 


6.4 ”图 的 支配 集 


在 图 CG 中 , 称 顶 点 5 支配 了 它 自己 和 它 的 镇 域 里 的 每 个 点 , 即 * 支配 它 的 
闭 邻 域 N[o] 中 的 所 有 顶点 . 设 $ 是 如 的 项 点 子 集 , 如 果 G 中 每 个 顶点 由 S 中 
的 某 个 顶点 支配 , 则 称 5 是 G 的 支配 集 , 换 句 话说 ,如 果 5S 是 G 的 支配 集 ,那么 
CG 一 3 中 每 个 项 点 都 至 少 与 3 中 一 个 项 点 邻接 .G 的 所 有 支配 集 的 最 小 基数 称 
为 G 的 支配 数 , 记 为 X(G), 且 基数 为 Y(G) 的 支配 集 称 为 G 的 最 小 支配 集 。 

在 图 6. ? 中 ,顶点 子 集 3, 一 faywa yy ) 和 Ss 一 foozz) 是 转台 的 
两 个 支配 集 ,用 黑 圈 表 示 .。 因 为 8: 是 最 小 基数 的 支配 集 ,所 以 Y(G) = 3。 


uy uy 
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图 6.7 支配 入 

在 国际 象棋 的 比赛 中 ,首先 出 现 了 支配 集 的 概念 . 棋 赛 的 目的 是 用 某 些 棋 
子 覆 盖 或 支配 棋盘 上 的 所 有 格子 .1862 年 De Jaenisch 考虑 了 控制 整个 棋盘 所 
需要 的 最 少 的 皇后 个 数 问 题 (皇后 能 越过 任何 几 个 空格 , 浩 水 平 线 ,垂直 线 或 
对 角 线 移动 ,所 谓 控制 整个 棋盘 是 指 每 个 格子 或 者 已 由 某 个 皇后 占领 ,或 者 可 
由 某 个 皇后 在 一 次 移动 以 后 占领 ), 这 种 皇后 的 最 小 个 数 是 5. 图 6. 8 表示 了 5 
个 皇后 的 一 种 放置 办 法 。 

如 果 两 个 皇后 中 一 个 皇后 所 在 的 格子 能 被 另 一 个 皇后 经 过 一 次 移动 后 到 
达 , 那 么 称 这 两 个 皇后 是 相互 攻击 的 , 否则 就 是 互 不 攻击 的 ,显然 ,在 图 6.8 
中 ,棋盘 上 每 对 皇后 是 互相 攻击 的 .如果 棋 盘 上 的 每 个 格子 总 能 被 某 个 皇后 到 
达 而 且 这 些 皇 后 又 是 互 不 攻击 的 ,那么 这 种 皇后 的 最 小 个 数 是 ?。? 个 互 不 攻 
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击 的 皇后 的 一 种 可 能 按 放 如 图 6. 9 表示 。 


0 
0 
0 
0 
0 
2 
0 
图 6.9 ”支配 整 个 棋盘 且 互 不 攻击 
图 6.8 ”支配 整个 模 盘 的 皇后 的 最 小 禾 的 皇后 的 最 小 数 


上 述 棋盘 问题 和 图 的 支配 集 之 间 有 着 直接 的 联系 .将 图 C 的 顶点 集 与 棋 
盘 上 的 64 个 格子 一 一 对 应 , 且 两 个 顶点 在 G 中 是 邻接 的 当 且 仅 当 两 个 对 应 格 
子 中 的 一 个 格子 可 以 由 位 于 另 一 个 格子 中 的 皇后 控制 ,这 个 图 就 称 为 皇后 图 ， 
那么 支配 棋盘 中 全 部 格子 的 皇后 的 最 小 个 数 就 是 Y(G) .支配 棋盘 中 全 部 方 格 
的 互 不 攻击 的 皇后 的 最 小 数 就 是 G 的 独立 支配 集 的 最 小 基数 。 

如 果 图 的 支配 集 满足 它 的 任意 真子 集 不 是 图 的 支配 集 , 则 称 它 为 图 的 极 
小 支配 集 。 当 然 ,最 小 基数 的 极 小 支配 集 就 是 最 小 支配 集 , 且 基数 为 Y(G) ,在 
6.7 的 图 G 中 , 集 3 = {vi ,wasy1 ,ya) 是 极 小 支配 集 , 但 它 不 是 最 小 支配 集 。 
Ore 刻 划 了 极 小 支配 集 的 特点 。 

定理 6.14 ”图 G 的 支配 集 5 是 G 的 极 小 支配 集 当 且 仅 当 3 中 每 个 顶点 
2 满足 下 列 性 质 之 一 ; 

0) 存在 wE VG) 一 5 使 得 Nlw) ms 一 (to 《6. 3) 

(DS 门 NCv) = 名, 即 S 中 的 所 有 顶点 不 与 v 邻接 。 (6. 4) 

证 明 首先 ,注意 到 如 果 S 中 每 个 顶点 vv 至少 满 足 66. 3 和 (6. 4) 性 质 中 
一 个 , 则 3 一 {v} 就 不 是 GG 的 支配 集 ,从 而 ,S 是 G 的 一 个 极 小 支配 集 。 

上 反 过 来 ,假设 S 是 GG 的 极 小 支配 集 .那么 ,当然 对 每 个 。E 5, 集 5 一 {2} 
就 不 是 G 的 支配 集 ,所 以 存在 顶点 EV(G) 一 (5 一 (v}) 使 得 没有 S 一 {vl 
中 顶点 与 w 邻接 .如 果 岂 二 v, 则 5 中 没有 顶点 和 v 邻接 .假设 岂 夭 因为 S 
是 G 的 支配 集 上 且 世 所 S ,所 以 顶点 记 至 少 与 3 中 一 个 顶点 邻接 .然而 ,ro 不 与 
5 一 f} 中 顶点 邻接 ,从 而 ,NCw) 门 S 一 (2) , 国 

Ore 的 下 列 结果 给 出 了 在 设 有 孤立 顶点 的 图 中 极 小 支配 集 的 补 集 的 一 个 
性 质 。 
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定理 6.15 ”如果 G 是 没有 孤立 顶点 的 图 , 且 5 是 的 极 小 支配 集 , 那 么 
Y(G) 一 5 也 是 G 的 支配 集 。 

证 明 设 "E3, 则 "至 少 具 有 定理 6. 14 中 (6.3) 和 (6.4) 两 个 性 质 之 
一 .首先 假设 存在 顶点 w E V(G) 一 5 使 得 NN(w) 站 5S = fo} ,所 以 v 邻接 到 
Y(G) 一 5 中 某 个 顶点 .其 次 假设 5 中 没有 顶点 和 w 邻 接 , 那 么 是 子 图 (5S} 中 
的 孤立 顶点 ,因为 v 在 中 不 是 孤立 点 ,所 以 顶点 vw 邻接 到 Y(G) 一 S$ 中 某 个 
顶点 .这 样 V(G) 一 5S 是 G 的 支配 集 . 国 

对 于 没有 孤立 项 点 的 图 C, 我 们 现在 用 G 的 阶 来 表示 7(G) 的 上 界 。 

推论 6.15 如果 所 阶 图 加 无 孤立 项 点, 则 


7(G) 三 二 


证 明 设 5 是 G 的 极 小 支配 集 ,由 定理 6.15,V CG) 一 5S 也 是 忆 的 支配 
集 , 这 样 有 


7(G) 三 minfl91,|y(G) — SI} < 攻 轿 


达到 椎 论 6. 15 中 的 界 的 许多 图 能 用 如 下 的 算法 产生 .图 五 的 冠 CorCH} 
是 通过 在 五 的 每 个 项 点 上 添加 一 条 里 持 边 后 产生 的 图 , 设 G = CortH), 则 避 


的 阶 一 2pCH) 为 偶数 ,G 不 合 孤 立 顶 点 且 Y(G) 一 至。 


事实 上 ,Payna 和 Xuong 证 明了 结果 如果 畏 阶 图 C 不 食 孤 立 顶点 且 YCG) 


一 三， 则 惰 的 每 个 分 支 或 者 是 C,, 或 者 是 摹 个 连通 图 的 冠 ,Bollobis 和 
Cockayne 又 证 明了 有 关 最 小 支配 集 的 如 下 结果 。 

定理 6.16 如果 图 GG 不 含 孤 立项 点 , 则 存在 G 的 最 小 支配 集 5 使 得 对 S 
的 每 个 顶点 v, 存 在 G 一 S 中 的 价 点 甸 满 足 :NCw) 门 S = {ov}。 

证 明 用 反 证 法 ,在 G 的 全 部 最 小 支配 集中 , 设 S 是 使 (S) 满足 
12K(S))1 达到 最 大 的 一 个 最 小 支配 集 。 假 设 定理 结论 不 成 立 ,3 至 少 包含 一 
个 不 具有 上 述 狂 质 的 顶点 ", 即 对 任意 由 E Y(G) 一 SiN(w) 站 5 关 {vo}. 由 
定理 6.14,v? 是 (§) 的 孤立 顶点 .又 因为 5 为 台 的 最 小 支配 集 , 所 以 对 任意 w EE 
VG) 一 S,N(w) 们 5S 关 多 , 即 与 v 邻接 的 VCG) 一 5 中 的 每 个 顶点 一 定 与 5 
中 的 另外 一 个 顶点 邻接 ,由 于 盛 不 会 玫 立 顶点 ,所 以 2 与 Y(G) 一 S 中 的 某 个 
顶点 中 邻 接 , 故 (5 一 {2)) U {wi 是 G6 的 最 小 支配 集 , 且 它 的 导出 子 图 中 至 少 
包含 一 条 与 ww 关 联 的 边 , 要 比 (S) 中 的 边 数 多 ,与 3 的 选取 方式 巴 盾 . 国 

我 们 也 能 够 通过 图 避 的 阶 和 最 大 度 给 出 @ 的 支配 数 的 界 . 下 面 定理 中 下 
界 是 由 Walikar ,Acharga 和 Sampathkumar 得 到 的 ,而 上 界 是 Berge 得 到 的 。 
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定理 6.17 如 果 G 是 p 阶 图 , 则 
[rte YO Sp — ACG) 


证 明 ”我 们 先 证 明 下 界 , 设 $ 是 C 的 最 小 支配 集 , 则 
VO 一 SS NN, 


这 意味 着 |F(G) 一 S| 达 151 -ACG), 因 此 思 一 70G) 之 7(G) ACG), 从 而 
?0) > [Tr hees | 


接 下 去 我 们 建立 它 的 上 界 , 设 v 是 G 的 顶点 且 满 足 deg(v) = AC(G), 则 
VC) 一 Nlv) 是 一 个 基数 为 p 一 A(G) 的 支配 集 ,所 以 7(G) 达 志 一 AO), 国 

设 有 萄 立项 点 的 图 的 支配 数 的 上 界 也 可 由 覆盖 数 和 独立 数 来 表示 。 

定理 6.18 如果 局 是 没有 孤立 顶点 的 图 , 则 

YO) < min{atG) ,a (GY RG) PF OY) 

证 明 ”因为 设 有 孤立 顶点 的 图 的 每 个 栈 盖 和 每 个 最 大 独立 扩 都 是 支配 
集 , 所 以 7(G) 乏 a(G) 和 7(G) 之 hCG) . 设 久 是 基数 为 a (G) 的 边 材 盖 ,那么 
G 的 每 个 顶点 与 X 中 至 少 一 条 边关 联 。 

设 S 是 在 XX 的 每 条 边 中 挑选 一 个 关联 顶点 所 得 到 的 顶点 子 集 ,那么 5 是 
C 的 支配 集 , 从 而 7(C) 达 |5| 志 |X| 达 a (G)。 

接 下 去 , 设 M 是 6G 的 最 大 匹配 ,我 们 对 MM 中 的 每 条 边 uo ,选择 一 个 与 它 关 
联 的 顶点 满足 :如 果 顶 点 zx 与 某 个 了 顶 点 邻接 , 则 选择 顶点 w 否则 选择 顶点 
v, 因 为 MM 是 避 的 最 大 匹配 ,所 以 不 可 能 出 现 顶 点 w 和 分 别 与 两 个 不 同 的 形 
顶点 关联 , 故 这 样 选取 是 可 行 的 , 记 所 有 选择 的 顶点 构成 的 顶点 子 集 为 5, 因 
为 每 个 天 顶点 至 少 与 一 个 选择 的 顶点 关联 , 故 5S 为 G 的 支配 集 , 从 而 7(G) 三 
IsS1 = TI = FC0).m 

通过 图 G 的 阶 和 支配 数 ,Vizing 得 到 避 的 大 小 的 一 个 上 界 ,这 里 省 略 了 这 
个 结果 的 证 明 ， 

定理 6.19 如 果 已 是 (p,q) 图 是 有 7 一 7Y(C) 之 2, 则 

g 达 过 —%—r+2) (6.5) 


借助 于 定理 6. 19, 我 们 能 够 提供 一 个 由 图 G 的 阶 和 大 小 表达 的 G 的 支配 
数 的 界 。 
定理 6.20 如 果 忆 是 (p,q) 图 , 则 
p—g<7O<p+1l— vi+m, 
而 且 7Y(G) = 户 一 9 当 且 仅 当 局 的 每 个 分 支 是 星 或 狐 立 顶点 。 
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证 明 由 定理 6. 19 中 给 出 的 不 等 式 (6. 5) ,我 们 有 
p—YG+2p ~— 7G) — 24>0 《6.6) 
从 不 等 式 (6. 6) 中 解 出 一 YC(G) ,并 运用 pp 一 Y(G) 之 0 的 事实 ,我 们 有 
p—?70)>—1+ vi 
这 就 建立 了 所 要 的 上 和 界 。 

因为 Y(C) 之 1, 当 gq 之 p 一 1 时 ,就 得 到 下 界 , 注 意 ,q 之 p 一 1 包括 全 部 
连通 图 .假设 gq 三 p 一 1, 则 G 是 一 个 至 少 有 p 一 gq 个 分 支 的 图 .G 的 每 个 分 支 
的 支配 数 至 少 是 1, 故 7(G) 之 p 一 4q. 等 式 成 立 当 且 仅 当 蕊 刚好 有 p 一 9 个 分 
支 , 且 每 个 分 支 的 支配 数 是 1, 不 过 ,这 只 能 在 G 有 Zp 一 g 个 分 支 且 每 个 分 支 是 
星 或 是 一 个 三 立项 点 的 情况 下 出 现 . 国 

最 后 我 们 提供 一 个 图 和 它 的 补 图 的 支配 数 乘积 及 和 的 界 以 后 将 看 到 图 的 
色 数 也 有 类 似 的 结果 。 

定理 6.21 如 果 G 是 pCp 之 2) 阶 图 , 则 

(D3 委 7Y(G) YOLp+1: 

2HG) 7(G) Ep 

证 明 (和 (i 的 下 界 立即 就 能 得 到 。 只 要 注意 到 Y(G) 一 1 或 7Y(G) = 
1 时 , 则 分 别 有 7Y《G) 之 2 或 Y(G) 之 2. 接 下 去 我 们 证 明 (Ci) 中 的 上 界 。 如 果 G 有 
孤立 顶点 , 则 7Y(G) 之 p 且 7(G) = 1 如 果 C 有 孤立 顶点 , 则 7Y(G) 之 p 且 7Y(G) 
一 1 所 以 在 这 种 情况 下 ,总 有 Y(G) 十 YG) 迄 户 十 1。 如 果 G 和 到 都 设 有 孤立 
顶点 , 则 由 推论 6. 16,7(G) 莹 各 和 7Y@) 万 去 ,所 以 7Y(G) + YO <p. 

剩 下 来 只 要 证 明 (ii) 中 上 界 。 如 果 7(G) = 1, 上 界 是 显 热 的 .所 以 我 们 假 
设 Y(G) = 上 之 2, 设 5 二 (wma 是 C 的 最 小 支配 集 , 并 把 Y(G) 分 成 
7(G) 一 个 子 集 YiV: 7 满足 条 件 :(aJuw EV,(1 莹 i 之 有 ), 且 vv, 支配 V， 
中 全 部 顶点 和 (Cb) 使 得 

1feE VAN SE No 
达到 最 大 。 

我 们 现在 证 明 对 任意 1 三 i 三 请,V; 是 的 支配 集 , 假 设 不 是 这 种 情况 。 则 
存在 顶点 zE V, 和 整数 1 扫 5 天 :过 大 使 得 在 G 中 ,, 中 的 所 有 顶点 都 不 与 
邻接 ( 即 V, 不 是 C 的 支配 集 ), 故 在 G 中 与 ,中 的 每 个 顶点 邻接 ,如 果 工 = 
vs 那么 3 一 fw) 是 G6 的 支配 集 且 基数 小 于 >(C), 这 是 不 可 能 的 ,从 而 EE 
Vi Nw}. 如果 工 在 G 中 邻接 到 V, 中 每 个 其 它 顶 点 ,那么 (S 一 {v0,,0)) U {z) 也 
是 G 的 基数 小 于 7(G) 的 支配 集 , 故 也 不 可 能 .因此 ,在 G 中 了 与 V, 中 的 每 个 
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顶点 都 邻接 但 不 与 V, 中 的 每 个 项 点 邻接 .定义 VV 一 {xz} 和 Vi, 二 VU 
{zf ,对 其 它 7 关 st 定义 V', 一 V., 这 样 ,现在 我 们 得 到 VCG) 的 另 一 分 法 
VVi0n*,V 4 使 得 对 任意 1 三 1 三 4%,v€E Vi, 且 V; 支 配 V'; 中 的 全 部 顶点 . 
然而 ， 


Dv EVIVAIE NO < Nv EV VN SN 


这 是 一 个 矛盾 。 
这 拌 ,每 个 V,(1 筷 1 之 和) 是 G 中 的 支 刀 集 ; 所 以 YO) 之]V,| (1 过 i 之 )。 
故 


， 
P= >)17 | 二 7(G) :7G 国 
名 


定理 6. 21 中 ,(i) 的 上 界 能 得 到 如 下 结果 :如 果 K,(p 之 2) 被 因子 分 解 成 
GG 和 Gi, 则 YEG) +YG) Ep+ 1 

1958 年 由 Berge 和 1960 年 由 Ore 建立 了 图 论 中 的 支配 理论 ,尤其 是 自 
1977 年 以 来 , 当 Cockayne 和 Hedetniemi 概述 了 支配 理论 结果 ,支配 理论 已 经 
受到 了 广泛 的 重视 .下 而 我 们 简单 地 介绍 一 下 独立 支配 数 的 概念 来 结束 这 一 
章 . 不 难看 出 图 G 中 的 每 个 极 大 点 独立 集 是 蕊 的 一 个 支配 集 ,因此 ,7(G) 三 
i(G)。 这 里 称 i(G) 是 避 的 下 独立 数 , 即 最 小 极 大 点 独立 集 基 数 . 不 过 不 是 每 一 
个 支配 集 是 独立 入 . 事 实 上 ,也 不 是 每 一 个 最 小 支配 集 是 独立 集 。 例 如 图 6. 10 
中 图 避 , 集 S, = favaayouaarzuozu} 是 G 的 一 个 最 大 独立 梨 ( 自 然 是 支配 
集 ) 而 S: = {z,y*z} 是 G 的 一 个 最 小 支配 集 且 显然 3, 不 是 独立 集 ( 这 些 集 在 
6. 10 中 用 黑 图 表示 )。 然 而 C 确 有 一 个 最 小 支配 集 而 且 是 独立 集 , 即 S, 一 
{uv} 

现在 我 们 是 对 又 是 极 大 独立 集 的 这 种 支配 入 感 兴趣 .图 局 的 一 个 顶点 集 
被 称 为 G 的 独立 支配 集 , 如 果 S 既是 局 的 一 个 独立 集 又 是 一 个 支配 集 , 这 样 
甸 6. 10 中 集 5, 和 5S, 是 独立 支配 集 , 而 5, 和 53, 二 {41,04,w} 就 不 是 .G 的 独 
立 支 配 数 i(G) 是 GG 的 全 部 独立 支配 集中 最 小 基数 又 被 称 为 下 独立 数 。 

定理 6.22 图 G 的 一 个 顶点 集 5 是 一 个 独立 支配 入 当 目 仅 当 5 是 一 个 极 
大 独立 集 。 

证 明 ”因为 每 一 个 极 大 点 独立 湾 是 一 个 支配 集 , 反 过 来 ,假设 5 是 一 个 
独立 支配 集 , 则 5 是 独立 集 且 不 属于 S 的 每 一 个 顶点 都 与 $ 的 一 个 顶点 邻接 ， 
即 5S 是 极 大 独立 集 . 国 

推论 6. 22 ”图 @ 的 每 个 极 大 独立 集 是 一 个 极 小 支配 集 。 

证 明 设 3 是 图 G 的 一 个 极 大 独立 集 ,由 定理 6.22,5 是 一 个 支配 集 。 因 
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31 = [ul i VY v3, wt wa] 


Sa (1.7.2) Sa ju wl 


图 6,10 ”支配 恕 和 极 大 独立 集 
为 S 是 独立 集 , 显 然 5 的 每 个 顶点 不 与 3 中 其 他 顶点 邻接 .这 样 ,S 的 每 个 顶点 
满足 定理 6. 14 中 的 性 质 (ii), 所 以 ,由 定理 6. 14,S 是 极 小 支配 集 . 国 


练习 


1, 说 明 一 个 图 不 一 定 有 任何 独立 的 最 小 支配 集 。 

2. 证 明 或 否定 ,如 果 图 CG 包含 一 个 顶点 独立 的 最 小 支配 集 , 则 Y(G) 一 
i(G), 

3, 对 每 个 整数 上 之 3, 证 明 : 存 在 一 个 图 G 使 得 iG) 一 大 和 7YCG) = 3。 

对 证明, 存在 无 穷 多 个 图 G, 对 于 这 种 图 有 ;IC) 十 YCG) = IV CG)|。 

5. 设 p(p 之 3) 为 整数 ,确定 YCC。) 和 YCP,) 的 值 并 输出 证 明 。 

6. 叙述 并 证 明 满 足 Y(G) 一 1 的 图 G 的 特征 。 

7, (a) 是 否 存在 图 加 使 得 Y(G) = a(G) 且 Y(G) < min{a (G) ,A(G)， 
序 (G)1?(b) 由 问题 (a) 可 以 引出 另外 三 个 问题 , 氢 述 并 回答 这 三 个 问题 。 

8. 确定 Y(Q,) 和 7Y(Q,)。 
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这 一 章 的 主要 目的 是 描述 对 图 的 各 种 方式 的 染色 , 即 顶点 染色 , 边 架 色 和 
面 染 色 . 染 色 问 题 在 图 论 中 那么 令 人 感 兴趣 , 秦 无 疑问 是 由 于 它 与 四 色 问 题 有 
关 , 这 一 章 也 将 涉及 四 色 问 题 ,这 些 年 里 最 受 人 们 注意 的 是 染色 问题 ,由 此 产 
生 了 图 论 中 一 类 重要 参数 一 色 数 。 


7.1 顶点 傈 色 


设 G 为 任意 图 旦 C 代 表 颜 色 集 合 ,如果 存 在 映射 zc:Y(C) 一 C 使 得 对 任意 
uv E EC)vo(z) olv), 则 称 a 为 G 的 顶点 染色 或 者 染色 法 , 即 对 G 的 每 个 
顶点 用 C 中 的 某 种 颜色 染色 使 得 每 个 顶点 只 来 一 种 颜色 ,只 相 邻 两 个 顶点 染 
不 同 的 颜色 。 如 果 在 图 C 的 某 种 染色 法 中 总 共 使 用 的 颜色 不 超过 a 种 ,就 称 它 
是 图 避 的 #- 架 色 法 , 且 称 图 G 是 a- 可 染色 的 .如 果 存 在 图 G 的 m- 染色 法 , 那 
末 对 任意 4 之 mm,G 存在 介 色 法 .显然 ,如 果 C 是 关 阶 图 , 则 G 是 户 可 染色 
的 .为 了 以 后 叙述 方便 ,约定 a 种 颜色 的 集 为 C = {1,2,…,n}。 

对 图 G 的 顶点 染色 需要 的 最 少 颜 色 孝 称 为 G 的 点 色 数 ,或 简称 为 C 的 色 
数 , 并 用 x(G) 来 表示 ,如 果 图 G 满足 X(G) = ” 则 称 C 是 六 色 图 .显然 ,对 C 
的 任意 子 图 H,XCH) 之 X(G)。 

如 果 给 定 图 C 的 六 染色 法 o, 则 对 任意 1 科 1i 科 mV 一 tnEYCG)lc(o) 
三 让 称 为 GG 的 色 类 . 显 绑 图 G 的 每 个 色 类 是 C 的 独立 集 ,而 且 避 的 色 数 也 可 
定义 为 VY(G) 能 记分 为 独立 子 集 的 最 小 个 数 。 

如 在 本 书 一 开始 所 举 的 第 三 个 例子 一 一 药品 仓库 贮存 问题 就 是 求 相 应 
图 的 色 数 X(G) ,又 如 某 学 校 须 在 每 学 期 期 末 , 安 排 考 干 门 选修 课 的 考试 ,如 果 
有 某 个 学 生 要 参加 两 门 选 修 课 的 考试 ,当然 在 考试 日 程 上 这 两 门 选 修 课 的 考 
试 不 能 安排 在 同一 时 间 内 进行 ,如 果 又 希望 考试 日 程 的 安排 尽 可 能 短 , 则 这 个 
问题 也 能 用 图 的 染色 解决 .定义 图 GG 如 下 :G 的 顶点 表示 考试 课目 ,而 两 个 顶 
点 之 间 有 边 相 连 当 且 仅 当 至 少 有 一 个 学 生 要 同时 参加 这 两 门 课 的 考试 , 那 末 
最 短 的 考试 日 程 安排 需要 的 时 间 就 是 XY(G)。 
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有 几 类 图 的 色 数 是 很 容易 确定 的 ,例如 
XC1) = 2,X(CarD = A XK,) = p, 
且 对 完全 -部 图 ,可 得 
XK psp) 一 下 

又 如 果 G 是 -部 图 , 则 XCG) 三 .如 G 是 2- 色 图 , 则 G 是 二 部 图 , 且 在 G 的 任 
何 2- 染色 中 色 类 就 是 二 部 图 的 部 分 抹 。 另 一 方面 每 个 非 空 二 部 图 都 是 2- 色 
图 ,因此 我 们 可 以 断 育 非 空 图 G 是 2- 色 图 当 且 仅 当 它 不 售 奇 图 ,由 此 可 知 每 
个 非 平凡 树 工 也 是 2- 色 图 .图 7.1 中 的 图 G 是 3- 色 图 且 已 经 给 出 G 的 3- 闽 
色 法 ,其 中 用 整数 1,2,3 表 示 三 种 颜色 ,因此 对 每 个 之 3, 这 个 图 也 是 -可 浊 
色 的 。 

因为 不 连通 图 的 色 数 是 它 的 每 ， 1) 2 J 
个 分 支 的 色 数 的 最 大 值 , 且 有 人 点 
的 过 通 图 的 色 数 是 它 的 每 个 抉 的 色 
数 的 最 大 值 , 所 以 在 研究 图 的 色 数 
时 ,只 须 考 虑 不 可 分 图 的 色 数 。 


虽然 色 数 是 图 论 中 最 值得 研究 3 3 7 3 2 
的 参数 ,但 由 于 任意 图 的 色 数 的 计 
算 公式 还 没有 得 到 ,因此 ,在 大 多 数 图 7.1 3- 色 团 G 


情况 下 , 人 们 只 能 满足 于 确定 色 数 
的 界 。 为 了 得 到 色 数 的 界 , 我 们 先 计 
论 关 于 色 数 是 临界 的 或 最 小 的 图 的 
结构 特征 。 
设 nln 之 2) 为 整数 且 忆 是 任意 
的 mn- 色 图 , 如果 对 任意 顶点 v EE 
VO ,XCG 一 V0) = 二 # 一 1;, 则 称 G 为 
临界 m- 色 图 ; 如 果 对 任意 边 。E 图 7.2 不 是 最 小 4- 色 图 的 临界 4- 色 图 
E(G) ,XCG 一 <) 二 一 1;, 则 称 G 是 最 小 a- 色 图 .已 经 得 到 了 临界 n- 色 图 和 最 
小 7- 色 图 的 儿 个 结果 ,这 里 我 们 将 考虑 其 中 最 基本 和 最 有 用 的 一 个 结果 。 
每 个 临界 n- 色 图 是 不 可 分 图 ,而 每 个 无 狂 立 顶点 的 最 小 n- 色 留 也 是 不 可 
分 图 ,此 外 ,每 个 无 孤立 硕 点 的 最 小 a- 色 图 一 定 是 临界 =- 色 图 ,不 过 ,一 般 说 
来 并 非 每 个 临界 = 色 图 都 是 最 小 ”- 色 图 ,例如 :图 7. 2 中 的 图 是 临界 4- 色 图 ， 
但 并 不 是 最 小 4- 色 图 .特别 对 mn 二 2 或 3 时 ,每 个 临界 = 色 图 都 是 最 小 x- 色 
图 .事实 上 ,KK, 是 唯一 的 临界 2- 色 图 又 是 唯一 的 无 开 立 顶点 的 最 小 2- 色 图 ， 
而 奇 图 是 唯一 的 临界 3- 色 图 且 又 是 唯一 的 无 孤立 顶点 的 最 小 4- 色 图 .对 n 之 
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4, 已 经 得 到 既 不 是 临界 =- 色 图 也 不 是 最 小 2- 色 图 的 特点 ,一 般 说 来 ,很 难 确 
定 已 给 的 六 色 图 是 否 是 临界 的 还 是 最 小 的 。 但 是 ,每 个 =- 色 图 包含 临界 a- 色 
子 图 和 最 小 =- 色 子 图 ,“- 色 图 刀 的 阶 最 小 的 二 色 子 图 一 定 是 临界 = 色 转 ,而 
G 的 边 数 最 小 的 = 色 子 图 就 是 最 小 #- 色 图 。 

这 一 章 的 第 一 个 定理 与 临界 4- 色 图 的 结构 有 关 。 

定理 7.1 每 个 临界 x- 色 图 是 (n 一 1)- 边 连通 的 (x 之 2) 。 

证 明 ”利用 反 证 法 .假设 图 G 是 临 界 w- 色 图 (之 2), 但 是 G 不 是 Cn 一 
1)- 边 连通 的 ,从 而 存在 G 的 边 割 忆 使 得 |E| 过 4 一 1 且 G 一 上 不 连通 , 设 G， 
和 Gs 是 GG 一 上 的 两 个 连通 分 支 .如 果 n 一 2 或 3, 那 末 分 别 有 G 宇 KK: 或 G 是 
奇 图 ,因此 心 是 1- 边 连通 的 或 2- 边 连 通 的 ,与 假设 矛盾 ,从 而 之 4。 

因为 G 是 临界 %- 色 图 ,所 以 图 G, 和 G; 是 (nr 一 1)- 可 染色 的 。 设 给 定 G 和 
Gs 的 《x 一 1)- 桨 色 法 , 且 它 们 使 用 同样 的 x 一 1 种 颜色 .如 果 巨 的 每 条 边 与 不 
同 颜 色 的 顶点 相关 联 , 那 末 是 (a 一 1)- 可 染色 的 ,这 与 X(G) = a 的 事实 多 
秆 ,所 以 假设 存在 EE 的 边 连接 两 个 同样 颜色 的 顶点 。 

设 由 Gi 的 Cm 一 1)- 妆 色 法 导出 的 色 类 为 U, .Us,…,0,-1. 对 任意 1 守 i 夺 
1 一 1, 邻 表示 连接 口 ;和 VGG) 的 边 数 , 则 


Fs EI Zn—2. 


由 于 可 以 对 口 ,,0;,…,0。, 重新 编号 ,从 而 可 设 存在 整数 m 使 得 若 1 达 i 三 
现 ! 则 ”之 1, 否 则 一 0, 设 4 ED 及 vi EV(G4) 使 得 wiv; EE E(l 之 i 之 1)。 
如 果 存 在 1 三 i 三 使 得 顶点 和 vw 有 相同 的 颜色 , 则 由 三 |E| 三 a 一 2 
之 4 一 1, 存 在 1 < 之 上 莹 x 一 1 满足 0 中 的 硕 点 使 用 的 颜色 与 所 有 项 点 w(t] 所 
i 己 m1) 的 颜色 都 不 同 , 特 口 , 和 0, 使 用 的 颜色 对 调 , 得 到 G, 的 一 个 新 ln 一 1)- 
架 色 法 使 得 连接 0, 和 VCG,) 的 所 有 边 的 两 个 端点 的 颜色 不 同 ,下 面 在 对 U0， 
进行 业 似 讨论 可 得 存在 2 三 三 n 一 1, 将 UU, 和 U0 使 用 的 颜色 对 调 得 到 ,的 
另 一 个 (一 1)- 架 色 法 使 得 连接 0, 和 VCG,) 的 所 有 边 以 及 连接 0 和 VG,) 
的 所 有 边 的 两 个 端点 的 颜色 不 同 ， 

假设 这 个 过 程 进行 了 大 次 , 即 得 到 C 的 tn 一 1)- 架 色 法 使 得 对 任意 1 硅 
i 信 上 , 连 接 U; 和 VCG,) 的 所 有 边 的 两 个 端点 的 颜色 不 同 . 如 果 上 一 m, 由 于 当 
六 严 时 局 一 0, 则 已 经 得 到 图 如 的 人 一 1)- 集 色 法 ,与 XCG) 一 二 矛盾 ,从 而 
上 之 加. 因为 了 加 之 如 所 以 wi 过 || 一 上 实 一 2 一 大 即 (C:) 中 所 有 
与 Us 的 某 个 顶点 邻接 的 顶点 至 多 使 用 了 = 一 2 一 上 个 不 同 颜色 .又 因为 Ci+， 
可 以 选择 or,06- 1 这 2 一 1 一 下 个 色 类 所 使 用 的 任意 一 种 颜色 染 U4, 的 
所 有 顶点 ,所 以 存在 上 十 1 三 i 三 % 一 1 使 得 交换 U; 和 +, 使 用 的 颜色 后 ,所 
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有 连接 [+ 和 VGs) 的 边 的 两 个 端点 的 颜色 不 同 。 如 此 下 去 ,一 定 得 到 @ 的 
(4 一 1)- 保 色 ,与 X(G) 一 2 矛盾 。 轩 

因为 每 个 连通 的 最 小 a- 色 图 是 临界 4- 色 图 ,所 以 上 述 结 果 有 一 个 明显 的 
推论 。 
推论 7. 1a 如果 避 是 连通 的 最 小 4- 色 图 , 那 末 忆 是 Cm 一 1)- 边 连通 的 。 
定理 7.1 和 推论 7.1a 意味 着 对 每 个 临界 4- 色 图 或 者 连通 的 最 小 *- 色 图 
G1 有 x(G) 之 一 1. 由 定理 2.10 立即 可 得 : 

推论 7. lb 如果 局 是 临界 m- 色 图 或 连通 的 最 小 4 - 色 图 , 那 末 3(G) 之 n 
一 1。 
接 下 去 我 们 给 出 图 的 色 数 的 几 个 上 界 。 
定理 7. 2(Brooks) ”如 果 连 通 图 C 既 不 是 奇 国 也 不 是 完全 图 , 则 

XC) S ACG). 

证 明 ” 设 连 通 图 G 既 不 是 奇 园 也 不 是 完全 图 且 XCG) 一 nin 之 2), 令 H 
是 C 的 临界 =- 色 子 图 , 那 末 上 H 是 不 可 分 图 且 ACH) 之 A(G)。 

如 果 寺 衬 KK. 或 是 一 个 奇 图 , 那 末 G 关 时 ,因此 由 于 是 连通 的 且 石 
为 正则 图 ,所 以 A(C) > A(H) 且 XG) = X(H) = ACH) 十 1 达 A(O), 结 论 
成 立 。 

如 果 召 既 不 是 奇峰 又 不 是 完全 图 ,这 意味 着 = 之 4。 由 推论 7. 1b,5( 玉 ) 之 
寻 一 1 衬 3。 又 因为 如 不 是 完全 图 ,所 以 存在 wm E VCH) 使 得 dtu1v) 一 2。 
设 如 的 阶 为 p 且 za 是 如 的 x 一 "路 .将 召 的 顶点 排 为 序列 wyra…*ws 使 
得 w = 二 wv 二 20, 朋 对 任意 3 过 i 之 j 和 pdy(wo) 之 ditw wv) ,ditw, 
vg) 4dytwvo),"… dwn《wrv,) 为 不 增 的 非 负 整数 序列 .由 此 可 得 w 一 zw。 由 于 
degn《ww) 之 3, 所 以 v,-ww E ECH)。. 换 各 话说 ,对 任意 3 三 i << 记 ,HH 中 的 最 短 
一 也 路 中 不 包含 排 在 wv 前 面 的 顶点 , 即 存在 户 之 ;之 7 使 得 v; 与 v; 邻接 ,这 
意味 着 对 任意 1 和 1 < pw 至 多 邻接 到 A(CH) 一 1 个 排 在 它 前 面 的 项 点。 

现在 我 们 用 归纳 方法 构造 占 的 A(H)- 架 色 法 .首先 用 闫 色 1 架 顶点 v 和 
va 如 果 已 经 对 顶点 vi-1(3 夺 上 二 记 ) 染色 , 那 末 当 癌 之 户 时 ,与 v4 邻接 且 已 经 
保 色 的 顶点 个 数 至 多 有 ALH) 一 1 个 ,从 而 存在 颜色 7 不 在 与 w 邻接 的 顶点 上 
出 现 ; 当 上 一 请 时 ,由 于 与 邻接 的 两 个 顶点 “和 =” 巢 相同 的 颜色 ,所 以 也 存在 
颜色 7 不 在 与 也 邻接 的 顶点 上 出 现 , 总 之 存在 疝 色 不 在 与 六 邻接 的 顶点 上 出 
现 , 所 以 可 用 颜色 7 对 顶点 vs 集 色 。 由 2X( 五 ) = 及 里 存在 ACH)- 染色 法 可 
得 ,=X(G) =X(H) 和 A(H) < AG) .DB 

现在 我 们 可 以 得 到 关于 任意 图 的 色 数 上 界 。 

推论 7.2 ”对 每 个 图 C， 
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XO) < 1 + ACG), 

定理 7?.2 给 出 的 色 数 上 界 对 于 某 些 图 类 来 说 并 不 好 ,例如 :对 星 图 大,. 提 
供 的 上 界 与 色 数 相差 # 一 2. 在 下 一 节 我 们 将 看 到 4 是 所 有 平面 图 色 数 的 上 
界 ,然而 定理 7. 2 没有 给 出 这 类 图 的 界 , 而 且 存在 几 个 重要 图 类 ,对 于 这 些 图 ， 
色 数 上 界 X(G) 三 A(G) + 1 确实 也 很 差 ,在 许多 情况 下 , 由 Halin, 同时 由 
Szekeres 和 Wilf 得 到 的 界 有 较 好 的 效果 ， 

定理 7.3 对 每 个 图 G， 

XO) < 1 + Bax6(G)。 

证 明 ”对 于 空 图 ,这 个 结果 是 显然 的 ,所 以 我 们 可 以 假设 G 是 满足 XY(G) 
一 2 之 2 的 图 . 设 吕 是 C 的 导出 临界 二 色 子 图 。 因 为 如 是 C 的 导出 子 图 ,所 
以 

d(H) < maxd(G). (7.1) 
由 推 索 ?. lb 可 得 (CH) 之 一 1, 所 以 由 《7.1) 
Baxa(G) 二 2 一 1 一 XGO) 一 1， 
定理 结果 成 立 , 国 

定理 7.3 给 出 了 图 KK,. 的 确切 上 界 2. 因 为 每 个 平面 图 的 最 小 度 不 超过 5 
且 每 个 平面 图 的 子 图 也 是 平面 图 , 故 由 定理 7. 3 提供 了 平面 图 色 数 的 上 界 是 
6, 这 两 种 情况 表明 定理 7. 3 的 结果 是 对 定理 7.2 的 结果 的 明显 改进 ,如 果 G 是 
-正则 图 , 那 末 由 定理 7.2 和 定理 7.3 给 出 了 rz 十 1 为 X(G) 的 上 界 , 但 这 个 上 
界 对 于 许多 r- 正则 图 来 说 是 很 差 的 ,例如 KK,.。 

接 下 去 我 们 再 给 出 色 数 的 其 它 一 些 上 界 。 

定理 7.4 ”对 任何 图 C， 

XO) SZ1+ m0), 
其 中 关 (C) 表示 C 中 最 长 路 的 长 度 ， 

证 明 ”如 果 G 是 空 图 , 则 这 个 结果 是 显然 的 ,所 以 我 们 假设 X(C) = 之 
2. 设 及 是 6G 的 临界 w- 色 子 图 ,由 推论 7.1b,6( 于 ) 之 n 一 1, 由 定理 3.6,H( 从 
而 G) 包含 长 为 4 一 1 的 路 ,所 以 m(G) 之 x 一 1 一 X(G) 一 1, 得 到 所 要 结 
果 . 国 

由 于 不 存在 有 效 的 算法 来 确定 图 的 色 数 , 所 以 人 们 就 寻求 色 数 的 近似 算 
法 ,下 面 的 算法 通常 称 为 按 序 巢 色 法 ,这 种 算法 产生 了 标定 图 (图 C 称 为 标定 
图 是 指 图 G 的 顶点 具有 固定 的 标号 )C 的 一 种 染色 法 ,事实 上 ,由 这 种 算法 得 
到 的 色 数 上 界 可 能 与 XtG) 相差 甚 元 。 

算法 7A( 按 序 染色 法 ) ”已 知 标 定 图 G 且 VO) = {vv ,v0,}。 
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1. 置 i = 1。 

2. 置 < 一 1。 

3. 如 果 与 w 邻接 的 顶点 都 没有 使 用 颜色 c, 那 末 用 颜色 。 染 ~ ,并 转 到 第 
五 步 ， 

4 用 c 十 1 代替 。, 并 回 到 第 三 步 。 

5. 如 果 ; 二 p, 则 算法 停止 ,否则 用 i 十 1 民 欧 i 并 回 到 第 二 步 。 

如 果 我 们 运用 算法 7A 到 图 7. 3(a) 中 的 标定 (4- 色 ) 图 G, ,我们 得 到 图 
7. 3(b) 所 示 的 G1 的 最 理想 4- 染色 .实际 上 ,对 G 的 任何 标号 方式 ,由 算法 7A 
可 以 产生 G, 的 4 染色 .运用 这 个 算法 到 图 7. 3(e) 中 的 标定 和- 色 图 G2, 然 而 ， 
产生 了 图 7?. 3(d) 表示 的 4- 染色 。 
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图 7-3 图 的 按 序 染色 

算法 ?7A 提供 了 图 的 色 数 的 另 一 个 上 界 ,Welsb 和 Powell 首先 注意 到 了 这 
个 结果 。 

定理 7.5 设 标定 图 G 的 顶点 集 为 VCG) = {vw ,2,), 则 

XG) max {min{i,deg(w) +1})}。 

证 明 对 1 达 j 绽 p 用 归纳 法 ,证 明 : 由 算法 ?A 在 架 v.,v4,…,v 时 , 卉 

要 的 颜色 数目 至 多 是 
max {min{i,deg(w) +1}}。 
当 了 = 1 这 是 正确 的 ,假设 j 二 4(1 三 过 p) 时 ,使 用 的 颜色 数 满足: 
n E max {minfi,deg{o,) 十 1))。 
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如 果 不 是 全 部 颜色 1,2,…, 尖 已 经 由 与 w+ 邻接 的 顶点 使 用 , 那 末 至 少 存 
在 这 些 柄 色 中 的 一 个 可 以 架 硕 点 w+1, 从 而 得 到 j 二 点 十 1 时 的 结果 , 故 假设 全 
部 颜色 1,2,…,n 已 经 由 与 w+ 邻接 的 顶点 使 用 , 那 末 用 颜色 = 十 1 染 顶 点 
w+i 剩 下 来 只 要 证 明 

n+1< max {mintideglw) + 1}}。 (7.2) 

因为 # 夺 训 故 n 十 1 往 扣 十 1。 又 因为 deglvst1) 之 nn, 所 以 deg (vst1) 十 

1 宇 n 十 1, 因此 
nn 十 1 三 minf% 十 1deg(wri) 十 1}。 

这 就 证 明了 (7. 2) . 转 

现在 我 们 来 研究 色 数 的 下 界 .如 果 态 三 G, 则 显然 XH) 入 KG)。 图 的 团 
数 wlG) 是 G 中 完全 子 图 的 最 大 阶 数 , 如 果 对 某 个 as 三 G, 则 xzCG) 二 sn, 所 
以 对 每 个 图 G 我 们 总 有 X(G) 宇 wkG) ,从 我 们 已 经 看 到 的 X(G) 的 上 界 ,人们 
可 能 以 为 X(G) 的 这 个 下 界 一 般 说 来 也 不 会 怎么 好 ,但 邻 人 惊奇 的 是 这 个 下 界 
在 某 些 人 情况 下 却 出 奇 的 好 ,由 D. Seinsche 得 到 下 述 结果 ， 

定理 7. 6(Seimsche) ”如 果 图 G 不 包含 同 构 于 P, 的 导出 子 图 , 则 

X{G) = ofG) 

根据 定理 7. 6, 我 们 立即 可 得 一 个 推论 ,由 此 可 对 mn- 可 染色 图 的 结构 特征 
进行 刻画 , 址 憾 的 是 这 个 结果 使 用 起 来 特别 困难 。 

推论 7.6。 设 为 任意 正 整 数 且 CG 是 任意 图 ,如 果 图 忆 既 不 合 P, 为 导出 
子 图 也 不 舍 尺 ,+, 为 导出 子 图 , 则 G 是 n- 可 染色 的 。 

如 果 图 G 不 会 P, 为 导出 子 图 , 那 末 对 辟 的 任意 导出 子 图 好 ,万 也 不 含 P， 
为 导出 子 图 ,由 此 引出 下 述 定义 ,如 果 对 图 G 的 每 个 导出 子 图 廊 都 有 XC(H) 一 
(HH)，, 则 称 G 为 完美 的 或 者 G 是 完美 图 。 

推论 7. 6b 如果 图 不 会 P, 为 导出 子 图 , 则 是 完美 图 。 

事实 上 ,推论 7, 6b 是 一 个 很 强 的 充分 条 件 , 且 在 大 多 数 情况 下 它 不 是 必 
要 条 件 , 例 如 :P, 就 是 一 个 完美 图 ,但 不 满足 推论 7. 6b 的 条 件 、 

因为 二 部 图 C 的 任何 导出 子 图 开 是 二 部 图 ,如 果 玉 是 非 空 二 部 图 , 那 末 
X() = 2 二 wtG); 如 果 扩 是 空 图 , 则 XCH) = 1 二 w( 玉 ), 从 而 二 部 图 是 完美 
图 ,也 是 完美 图 的 最 简单 例子 .Berge 引进 了 完美 图 的 概念 ,他 猜想 图 G 是 完美 
的 当 且 仅 当 如 是 完美 的 .这 个 狂想 称 为 完美 图 猪 想 , 而 且 已 经 由 Lovasz 证 明 。 

因为 对 任意 整数 上 kt 之 2) ,XCCa+ 关 wlCwt1) ,所 以 如 果 图 G 存在 导出 
子 图 县 长 至 少 为 5 的 奇 图 , 则 G 不 是 完美 图 。 现 在 假设 5 的 某 个 导出 子 图 是 奇 
图 Cu 之 2), 那 末 不 是 完美 的 , 从 而 由 完美 图 猜想 局 也 不 是 完美 的 。 
Berge 的 第 二 个 狂想 与 此 有 关 , 通 常 称 为 强 完美 图 猜想 。 
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强 完美 图 猜想 ”图 G 是 完美 的 当 且 仅 当 G 和 如 的 导出 子 图 中 不 存在 长 至 
少 为 5 的 奇 图。 

虽然 对 包括 平面 图 和 不 含 天 ,作为 导出 子 图 的 几 类 图 已 经 证 明 强 完 美 图 
猜想 是 正确 的 ,但 这 个 猜想 最 终 还 未 完全 证 明 。 

前 面 我 们 给 出 图 忆 的 色 数 满足 XY(G)  w(G), 且 说明 在 某 些 条 件 下 这 个 
界 是 最 好 的 .但 是 在 其 它 情 况 下 ,这 个 界 也 可 能 很 差 , 事 实 上 ,存在 无 穷 多 个 图 
满足 X(G) 之 3 且 G 不 包 全 三 角形 ,例如 ,长 至 少 为 5 的 奇 圈 。 

邻 人 人 惊奇 的 是 存在 色 数 任意 大 且 不 合 三 角形 的 图 。 

定理 7.7 ”对 任意 正 整数 ,存在 色 数 为 且 不 含 三 角形 的 图 。 

关于 图 的 色 数 与 补 图 的 色 数 之 间 的 关系 ,我 们 有 下 面 一 个 很 著名 的 结果 ， 
这 个 结果 由 Nordhaus 和 Gaddum 得 到 。 

定理 7.8 如 果 忆 是 p 阶 图 , 则 

(M2Vp SXGI 十 XGG) Sp+1, 

GDp ZX XT) < { 寺 和 

证 明 。 设 已 给 图 G 的 X(G)- 染色 法 和 到 的 KG) 巢 色 法 .运用 这 两 个 染色 
法 ,我 们 可 构造 ,的 染色 法 ,给 尺 ,的 任意 顶点 染 颜 色 (c,c:) ,其 中 < 是 在 
G 中 顶点 4 架 的 颜色 ,而 cs 是 在 G 中 顶点 v 染 的 颜色 .因为 天 ,的 任何 两 个 项 点 
在 G 或 在 G 中 是 邻接 的 ,所 以 它们 在 G 或 在 G 中 染 不 同 的 颜色 .如 果 规 定 颜 色 
《eica) 一 (csca)》 当 且 仅 当 < 一 局 且 < = ci 所 以 由 地 得到 KK 的 一 个 (X(G) 
"XE))- 染色 , 故 

p= XK,) ZXO) » XO), 

由 此 得 到 (ii) 中 的 下 界 . 因 为 两 个 正 数 的 算术 平 均值 不 小 于 它们 的 几何 平均 


值 ,从 而 我 们 有 
VF NXO XD < KO FX, 


所 以 得 到 (Ci) 中 的 下 界 。 
为 了 证 明 (i) 中 的 上 界 ,我 们 运用 定理 7. 3。 假 设 
人 一 maxatH), 

所 以 的 每 个 导出 子 图 的 最 小 度 至 多 为 和 .根据 定 理 7. 3,X(G) 达 1 十 k, 接 下 
去 ,我 们 证 明 区 的 每 个 导出 子 图 的 最 小 度 至 多 为 靖 一 一 1, 假设 存在 GE 的 导出 
子 图 五 满足 5(2) 之 p 一 & 设 杏 的 阶 为 k&, 则 对 任意 wv E VtH),degntv) 一 
上 一 1 一 degntz) 全 太一 1 一 户 十 故 在 G 中 ,degi() 之 (4 一 pp 十 一 1) 
+ Cp—h)=k— 1 
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设 扩 是 的 导出 子 图 使 得 2CF) 二 名, 则 VCF) 站 VCH) = 多 ,因为 的 
阶 至 少 为 上 十 1, 故 厂 的 阶 至 多 是 p 一 上 一 1, 这 与 (万 ) 之 记 一 上 的 事实 秘 
盾 , 因 此 ,我 们 可 以 得 出 的 每 个 导出 子 图 的 最 小 度 至 多 是 p 一 上 一 1, 故 由 定 
理 7.3,X(O) 之 1 十 (pp 一 上 一 1) 二 pp 一 从 而 

XO 十 XG) ZU+O+ HA =p+1, 
这 就 完成 了 (D 中 上 界 的 证 明 ,《ii) 中 上 界 由 算术 平均 值 不 小 于 几何 平均 值 的 
关系 立即 可 得 , 国 


练习 


、 p 一 
证明: 对 每 个 阶 图 GBeGy 人 XO) Sp+1 PCG)。 


. 对 于 戎 度 , 确 定 且 证 明 : 与 定理 7.1 类 似 的 结 么 。 

.对 于 图 的 不 连通 性 ,证 明 : 与 定理 7.2 类 似 的 结果 。 

， 设 局 是 10 阶 4- 正则 图 , 那 末 由 (a) 定理 7.2 和 (b) 定理 7.3 给 出 的 
X(G) 的 界 是 多 少 ? 

5. 证 明 :每 个 mn- 色 图 是 某 个 完全 mn- 部 图 的 子 图 。 

6. 设 口 是 4- 色 图 (n 之 2),r 是 正 整 数 ,和 且 r 之 AtG), 证 明 : 存 在 r- 正 则 #- 
色 图 日 使 得 忆 是 于 的 导出 子 图 。 

?. 给 出 图 的 线 图 是 2- 可 染色 的 充分 必要 条 件 。 

8. 讨论 由 定理 7.4 给 出 的 上 界 的 可 达 性 。 

9. 证 明 : 任 意图 局 存在 G 的 一 种 顶点 标号 使 得 由 算法 7A 得 到 C 的 色 数 
的 上 界 为 X(C)。 

10. 证 明 : 对 任意 正 整 数 n, 存 在 标定 图 局 使 得 由 算法 7 和 A 得 到 的 G 的 色 数 
上 界 超 过 nm。 

11. (a) 证明: 如果 图 加 的 顶点 标号 为 wiieti…ivoo 且 满 足 deglv1) 之 
deg(o:) 之 … 之 deg(wr), 那 末 由 定理 7.5 给 出 的 XGC) 的 上 界 不 会 超过 由 G 的 
顶点 任何 其 它 标号 方式 给 出 的 上 界 。 

《b) 运用 定理 7.5 证 明 推论 7.2。 

12. 设 吕 ,Gs sG, 是 互 不 相交 的 图 ,并 定义 G=Gi 十 Gi 十 … 十 G,。 证 
明 ， 


小 pe 


XO) = > XCGD) 且 aC) = > ao(G)。 
三 ey 


13. 图 局 的 共 色 数 X(G) 是 VCG) 划分 为 子 集 的 最 小 个 数 , 使 得 每 小子 集 
在 G 中 或 者 在 G 中 是 独立 的 ,给 出 图 太 的 例子 ,使 得 XCH) 一 3。 
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14. 证 明 : 如 果 政 是 二 部 图 , 则 XC) = wlH)。 
15, 说 明定 理 7.9 中 给 出 的 全 部 上 下 界 都 是 可 达 的 。 
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现在 我 们 把 注意 力 由 图 的 顶点 染色 转 到 它 的 边 染 色 . 设 为 非 空 图 ,如 果 
尼 (G) 到 颜色 集 C 的 映射 满足 邻接 边 具 有 不 同 颜 色 , 则 称 这 个 映射 为 如 的 边 染 
色 ( 如 果 C 的 基数 为 a, 则 称 为 的 a- 边 染 色 )。 设 为 整数 ,如 果 存 在 整数 
贡 (m 之) 使 得 存在 mw- 边 染 色 , 则 称 G 是 ma- 边 可 染色 的 .图 G 是 a- 边 可 染 
鱼 的 最 小 整数 称 为 G 的 边 色 数 ,并 用 (LG) 表示 。 

图 加 的 边 色 数 还 有 另外 一 种 说 法 : 非 空 图 的 边 色 数 是 将 上 CG) 划分 为 边 
不 交 的 匹配 的 并 时 , 边 不 交 匹 配 的 最 小 个 数 .由 边 色 数 的 定义 可 知 : 

XO) = XCLCG))， 
从 而 ,确定 图 如 的 边 色 数 XX (G) 的 疝 题 也 能 转化 为 确定 G 的 线 图 CG) 的 色 数 
向 题 ,这 种 转化 看 起 来 有 些 价 值 ,但 事实 上 ,因为 色 数 一 般 来 说 也 是 很 难 计算 
的 ,所 以 这 种 转化 的 价值 并 不 大 .很 显然 对 任意 图 G,ACG) 是 *(G) 的 下 界 。 
在 研究 边 色 数 时 ,Vizing 证 明了 XG) 的 上 界 等 于 A(G) + 1。 
定理 7.9CVizing) 如果 G 是 非 空 图 , 则 
A(G) SKUG) ZACG) 十 1。 

证 明 ”定理 的 下 界 显然 成 立 .关于 上 界 , 对 |&CG)| = 9 进行 归纳 证 明 ， 
任意 图 G 存 在 (A(G) 十 1)- 染色 。 当 9 一 1 时 ,这 个 结果 是 显然 的 。 假 设 这 个 结 
果 对 边 数 小 于 g 的 所 有 图 成 立 , 这 里 9 之 2. 设 G 是 有 9 条 边 的 图 ,我 们 证 明和 
是 (A 十 1)- 边 可 染色 的 ,其 中 心 一 A(C)。 

设 e= xz 是 G 的 边 ,根据 归纳 假设 ,G 一 e 是 (ACG 一 e) 十 1)- 边 可 染色 
的 .由 于 At 一 6 区 A(G), 所 以 如 一 也 是 (4 十 1)- 边 可 坊 色 的 。 

设 已 给 一 e 的 (A 十 1)- 边 染 色 , 即 除外 怠 的 每 荣 边 已 经 由 和 十 1 种 
颜色 的 某 种 架 色 使 得 邻接 边 染 不 同 颜 色 .在 殷 的 这 个 局 部 (4 十 1)- 边 架 色 中 ， 
对 任意 顶点 z €V(G), 如 果 与 + 关联 的 所 有 已 经 染色 边 的 鼎 色 都 不 同 于 颜色 
a, 则 称 户 色 4 在 顶点 z 上 未 出 现 , 否 则 ,就 称 颜色 “在 顶点 z 上 出 现 . 对 图 @G 的 
任何 顶点 工 , 由 于 deg(z) 委 A, 故 至 少 有 一 种 颜色 在 顶点 x 上 未 出 现 。 

设 e = eorv 一 mm, 并 且 颜 色 “, 在 zw 上 未 出 现 . 如 果 颜 色 a 在 顶点 4 上 也 
未 出 现 , 则 可 用 颜色 a 介 边 so, 从 而 得 到 G 的 CA 十 1)- 边 架 色 , 定 理 成 立 . 从 
而 颜色 a 在 顶点 x 上 出 现 , 即 存在 与 :关联 的 边 。 = wv, 染 颜 色 “ , 设 颜 色 a 
在 项 点 vw, 上 未 出 现 , 则 a 关 a。 如 果 a 在 顶点 x 上 也 未 出 现 , 则 将 边 xm, 重新 
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染 为 颜色 mm ,而 将 边 zw 染 为 颜色 a, 即 可 得 到 G 的 (A 十 1)- 边 染色 , 故 寡 色 a 
在 顶点 上 也 出 现 。 假 设 已 经 得 到 一 组 边 序列 zwoyuvinri wv4-1C 人 > 2) 以 及 
颜色 序列 cc ,a 满足 : 

(C1) 对 任意 1 乞 1 和 一 1, 边 心 , 染 颜色 or 

(2) 对 任意 1 三 i 福 &, 颜 色 5 在 顶点 w- 上 未 出 现 ， 

《3) 对 任意 1 之 i 之 jj 之 a 

《4)a 在 顶点 zx 上 出 现 。 

此 时 ,存在 边 ww 染 颜 色 mw 以 及 在 顶点 内 上 未 出 现 的 颜色 ao,+1。 下 面 分 几 
种 情况 考虑 。 

情况 1 颜色 a+. 在 顶点 4 上 未 出 现 . 对 任意 0 三 i 之 ,将 边 un 染 基色 
a+0 从 而 得 到 各 的 (A 十 1)- 边 架 色 。 

情况 2 存在 1 之 j 和 《使 得 颜色 aiy1 一 %。 由 于 vs 巢 颜 色 w 且 袁 色 w+ 
不 在 国 上 出 现 ,所 以 了 < 设 = 为 在 顶点 “上 未 出 现 的 颜色 。 如 果 颜 色 在 顶 
点 内 上 也 未 出 现 , 则 将 边 ww 染 颜 色 ", 对 任意 0 达 ! < 将 边 zw 染 颜 色 <+， 
从 而 得 到 台 的 (A 十 1)- 边 架 色 。 类 似 可 得 当 a 在 顶点 w-, 上 未 出 现时 ,存在 局 
的 (A 十 1)- 边 架 色 , 从 而 可 假设 颜色 a 在 顶点 和 vw,-, 上 均 出 现 . 令 M= {e 
EECG)|1 边 < 染 颜 色 zjt = fe € E(G)| 边 e 染 寡 色 a) 且 H= (MU M')。 
根据 定理 6.1,H 的 每 个 分 支 为 偶 轿 或 者 路 。 又 因为 遍 色 a 在 顶点 4 上 未 出 现 
且 a, = 在 顶点 内 和 zw 均 未 出 现 , 故 degw(Cz) 一 degntv1) = degn (v1) 
= 1, 所 以 ,vi 和 vw- 不 在 妃 的 同一 个 分 支 上 , 设 恕 中 不 包含 顶点 &“ 且 包 含 
顶点 w 或 w- 的 分 支 为 路 了。 

如 果 w-,EVY(P), 则 交换 中 上 所 有 边 的 颜色 使 得 “在 顶点 vw-, 和 ww 上 均 
未 出 现 ,用 颜色 = 染 边 wv,-1, 对 任意 0 三 i 过 j 一 2, 用 寡 色 ar, 染 边 xu 可 得 
安 的 (A 十 1)- 边 桨 色 。 

如 果 wi-1 仿 VCP), 则 ve EV(P)。 因 为 互 中 包含 zx 的 分 支 同时 包含 顶点 
vw 且 与 了 P 是 不 交 的 ,所 以 交换 卫 上 所 有 边 的 颜色 不 会 改变 边 ai 的 颜色 ,从 而 
可 类 似 得 到 的 CA 十 1)- 边 染 色 

情况 3 ”对 任意 革 委 :所 姑 a 天 ar 此 时 ,将 边 wm 加 入 边 序列 ,将 颜色 
m+! 加 入 颜色 序列 , 则 新 的 边 序列 和 丫 色 序列 满足 条 件 (1) 一 (4) .由 于 颜色 集 
为 有 限 集 ,从 而 总 会 出 现 情况 1 或 者 情况 2, 故 G 是 (A 十 1)- 边 可 架 色 的 . 国 

根据 定理 7. 10, 全 部 非 空 图 集 实际 上 能 分 成 两 类 ,如 果 允 (CG) = ACG), 则 
称 G 为 第 一 类 图 ,否则 称 为 第 二 类 图 ,这 样 主要 问题 是 确定 所 给 图 是 第 一 类 力 
还 是 第 二 类 图 。 

在 图 的 边 架 色 中 ,具有 同样 颜色 的 全 部 边 的 集 称 为 边 色 类 .根据 Vizing 
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定理 ,一 正则 图 G 的 边 色 数 或 者 是 > 或 者 是 > 十 1; 例如 :对 Cln 之 3), 如 果 
是 偶数 , 则 C. 是 第 一 类 图 ,否则 为 第 二 类 图 .如 果 r- 正 则 图 G 满 足 X(G) 一 7， 
则 在 G 的 任意 r- 边 染 色 中 ,每 个 边 色 类 一 定 导出 忆 的 1- 正则 生成 子 图 ,因此 
KK, 是 第 一 类 图 还 是 第 二 类 图 取决 于 p 是 偶数 还 是 奇数 ,一般 说 来 ,每 个 奇 阶 
正则 图 是 第 二 类 图 ,而 每 个 偶 阶 正则 图 不 一 定 是 第 一 类 图 ,例如 ,Petersen 图 
就 是 倡 阶 正则 图 ,但 是 它 是 第 二 类 图 。 

尽管 不 太 明 显 , 但 相对 说 来 ,第 一 类 图 明显 多 于 第 二 类 图 ,事实 上 ,Erd6s 
和 Wilson 已 经 证 明了 p 阶 图 是 第 一 类 图 的 可 能 性 , 当 p 趋 于 无 穷 时 ,趋向 于 
1. 不 过 ,确定 图 属于 哪 一 类 的 问题 还 未 彻底 解决 .下 面 给 出 的 是 图 为 第 二 类 图 
的 一 个 充分 条 件 。 

定理 7.10 设 G 是 1ECG)| = 4 的 图 ,如 果 

4 > A(G) PO), 

则 @ 是 第 二 类 图 ,其 中 六 人 G) 是 G 的 边 独立 数 。 

证 明 ”假设 是 第 一 类 图 , 那 末 XCG) = A(G) 。 设 已 给 C 的 X(G)- 边 提 
色 , 则 GG 的 每 个 边 色 类 最 多 包含 所 (CG) 条 边 , 故 q 三 A(G) .BC) ,与 ?>A(C) 
“8(G) 矛盾 。 国 


由 于 对 每 个 p 阶 图 GCG) < | 二 | ,所 以 我 们 有 下 面 的 结果 。 
推论 7.10 如果 已 是 (P,9) 图 且 
a>AdG) :|| 


则 G 是 第 二 类 图 。 

值得 指出 的 是 定理 7. 11 和 它 的 推论 都 是 很 强 的 充分 条 件 ,实际 上 存在 边 
数 相对 较 少 的 第 二 类 图 . 当然 , 奇 图 是 第 二 类 图 且 它 们 是 奇 阶 正则 图 ， 
Petersen 图 是 第 二 类 图 ,图 7.4 的 图 称 为 “双重 星 " 是 第 二 类 图 .定理 7.12 证 明 
了 二 部 图 是 第 一 类 图 。 

定理 7.11 任意 二 部 图 G 是 第 一 类 图 。 

证 明 ”对 二 部 图 G 的 边 数 9 进行 归纳 ,证 明 : 存 在 G 的 A(G)- 边 染色 . 当 
4 二 1 时 ,定理 成 立 ,假定 对 所 有 边 数 小 于 9(4 之 2) 的 二 部 图 ,定理 蕊 立 . 现 设 
是 有 4 条 边 的 二 部 图 且 e = uv 是 CG 的 边 ,根据 归纳 假设 ,图 G 一 “存在 A(G 
一 2)- 边 染 色 。 由 于 dege- (ze) 之 ACC) 且 degi;-.(v) < 之 ACG), 故 在 顶点 wu 和 ww 
上 至 少 各 有 一 种 颜色 未 出 现 ,如 果 颜 色 a 在 顶点 & 和 ”上 都 未 出 现 , 则 用 颜色 “ 
染 边 。 得 到 的 A(G)- 边 染 色 . 如 果 颜 色 a 在 顶点 上 未 出 现 但 在 顶点 vz 上 
出 现 ,而 颜色 在 顶点 vu 上 未 出 现 而 在 顶点 4 上 出 现 .考虑 G 一 e。 中 由 所 有 a 
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图 7.4 双重 星 :3- 正则 的 第 二 类 图 
色 边 和 所 有 a 色 边 导出 的 子 图 G' ,根据 定理 6. 1,G' 的 连通 分 支 必 为 路 或 偶 
圈 , 而 且 顶 点 “和 > 都 是 路 的 端点 。 又 因为 顶点 x 和 > 分别 属 于 二 部 图 的 不 同 
部 分 集 , 所 以 G' 中 的 任意 “一 " 路 为 奇 长 路 ,但 是 在 G' 中 ,顶点 uw 和 vw 上 出 现 
的 颜色 不 同 ,所 以 顶点 x 和 >” 一 定 不 属于 同一 条 路 , 即 顶 点 “和 =” 属于 G 的 不 
同 分 支 .这 时 只 要 把 项 点 x 所 在 的 分 支 上 的 所 有 边 的 颜色 mw 和 a, 对 调 使 得 在 
顶点 x 上 颜色 a, 也 不 出 现 ,把 边 。 染 颜 色 a, 得 到 G 的 A(G)- 边 染色 . 国 
在 下 一 节 我 们 将 讨论 平面 图 的 染色 , 主要 是 顶点 染色 和 面 染 色 . 这 里 我 们 
简单 地 介绍 一 下 平面 图 的 边 染 色 ,在 本 节 中 ,我 们 剩 下 的 主要 问题 是 确定 平面 
图 是 第 一 类 图 还 是 第 二 类 图 .对 尾 意 整数 =(= 之 2) ,最 大 度 为 n 且 是 第 一 类 图 
的 平面 图 很 容易 找到 ,因为 全 体 星 图 是 平面 图 且 是 第 一 类 图 ,但 是 确实 存在 是 
第 二 类 图 的 平面 图 满足 最 大 度 4 一 2,3,4 或 5, 当 wm 一 2,K; 具有 所 要 求 的 性 
质 ; 当 有 一 3,4 或 5 时 ,图 7.5 中 的 图 也 满足 所 需要 求 。 


图 ?.5 第 二 奖 平 面 图 
还 不 知道 是 否 存 在 有 最 大 度 是 6 或 ? 的 第 二 类 平面 图 ,不 过 Vizing 已 经 
证 明了 如 果 避 是 平面 图 且 A《G) 之 8, 则 G 是 第 一 类 图 。 
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练习 

1. 证 明 :每 个 二 部 图 @G 是 某 个 A(G)- 正则 二 部 图 的 子 图 。 

2. 证 明 :每 个 非 空 奇 阶 正则 图 是 第 二 类 图 。 

3. 设 如 是 奇 阶 非 空 正则 图 , 且 扎 是 通过 从 如 中 删 去 至 多 
得 到 的 图 ,证 明 :G 是 第 二 类 图 。 

4 证明 或 否定 :如 果 C@ 和 CC: 是 第 一 类 图 且 G 王 百 二 CG:, 则 如是 第 一 类 
图 。 


全 人 一 2 条 过 


5. 证 明 :Petersen 图 是 第 二 类 图 。 

6- 证 明 : 图 7.5 中 的 每 个 图 是 第 二 类 图 。 

?7, 确定 五 个 正 多 面体 图 分 别 属于 哪 一 类 ， 

8. 设 G 是 至 少 有 两 条 边 的 图 ,如 果 对 GG 的 每 篆 边 eX (G 一 2) 之 (上 G)， 
则 称 G 是 最 小 你 (G)- 边 色 图 。 若 G 是 最 小 光 《G)- 边 色 图 ,ACG) 二 A 且 W(G) 
二 ACG) 十 1, 则 条 局 是 A- 最 小 图 。 

《a) 试 各 举 一 个 3- 最 小 图 和 4- 最 小 图 的 例子 。 

Kb) 证 明 :图 C 是 2- 最 小 图 的 充分 必要 条 件 是 G 为 奇 转 。 

《c) 证 明 :不 存在 4 阶 和 6 阶 的 最 小 图 。 


?7.3 面 染 色 


据说 几 个 世纪 以 前 的 地 图 绘制 者 们 已 经 认识 到 这 样 的 “事实 "就 是 平面 
《或 球面 ) 上 的 任何 地 图 能 用 四 种 或 更 少 的 颜色 巢 色 而 使 相 邻 国家 具有 不 同 
颜色 ,两 个 国家 认为 是 相 邻 的 ,如 果 两 个 国家 有 一 段 公 共 边 界线 (不 单单 指 一 
个 公共 顶点 )。 不 过 正 象 Mey 所 指出 的 那样 ,无 论 在 古代 的 地 图 染 中 ,还 是 关 
于 制图 学 的 书 中 ,或 者 是 有 头 绘制 地 图 的 历史 书籍 中 ,都 没有 这 方面 的 记载 ， 
也 没有 迹象 表明 过 去 的 人 们 已 经 部 悉 了 这 个 所 谓 事实 .实际 上 ,四 色 问 题 即 判 
定 平面 (或 球面 ?上 任何 地 图 能 和 否 用 四 种 或 少 于 四 种 颜色 集 色 ,使 得 相 邻 国家 
具有 不 同 颜色 的 问题 很 可 能 是 数学 家 的 头脑 中 产生 和 发 展 起 来 的 . 那 未 ,四 色 
向 题 的 起 源 又 是 怎样 的 呢 ? 关 于 四 色 和 问题 的 首次 书面 提 及 出 现在 由 伦敦 大 学 
数学 学 院 教授 Augustua De Morgan 于 1852 年 10 月 23 日 给 位 于 都 柏林 的 
Trinity 学 院 的 到 illiam Rowan Hamilton 珊 士 的 一 封 信 中 (后 来 Hamilton 图 就 
是 以 他 的 名 字 命 名 ) ,De Morgan 在 这 封 信 中 写 道 ， 

今天 我 的 一 个 学 生 和 希望 我 能 对 他 的 一 个 事实 回答 其 原因 ,我 自己 很 玲 确 
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认 这 个 所 谓 的 事实 是 真 的 , 且 至 今 也 仍 不 清楚 它 的 准确 答案 和 应 该 如 何 回答 
他 说 ,在 将 平面 任 坦 划 分 成 几 个 部 分 的 图 形 中 ,如 果 每 个 部 分 用 不 同 的 颜色 染 
色 使 得 有 公共 边界 线 的 部 分 集 不 同 显 色 一 一 四 种 颜色 可 能 是 项 要 的 但 不 必 
更 多 :难道 对 于 五 种 或 五 种 以 上 颜色 就 完全 不 必要 .但 这 是 很 难说 
清楚 的 …， 你 认为 如 何 呢 ? 如 果 这 是 正确 的 ,不 知 是 否 引起 过 注意 ?我 的 学 生 
说 是 他 在 给 一 张 英格兰 地 图 巢 色 时 想到 了 这 个 问题 .我 越 想 趟 觉 得 这 个 问题 
似乎 很 明显 , 如 果 你 能 举 出 某 些 简单 例子 来 说 明 我 是 错 的 话 , 我 想 我 得 象 
Sphynx 做 的 那样 去 做 ……， 

De Morgan 提 及 的 这 个 学 生 是 Frederick Guthrie .到 1880 年 ,这 个 问题 已 
变 得 广为人知 了 ,在 那 一 年 ,Frederick Guthrie 发 表 了 一 篇 短文 ,在 那 篇 短文 
中 他 声称 De Morgan 提 到 的 向 题 是 他 的 兄弟 Francis Guthrie 提出 来 的 ,我 们 
引证 一 下 Frederick Guthrie 的 短文 。 

大 约 三 十 年 前 , 当 我 正在 听 De Morgan 教授 讲课 时 , 我 的 兄弟 Francis 
Guthrie 刚 结 束 听 他 的 课 ( 他 现在 是 位 开 普 敦 的 南非 大 学 数学 教授 ), 他 告诉 我 
这 样 一 个 事实 ,在 给 一 张 地 图 染色 时 ,要 使 以 线 为 邻接 的 面 避 免 具 有 相同 关 
色 , 所 需 颜 色 的 种 数 最 多 为 4. 当时 我 未 敢 证 实 , 相 隔 一 段 时 间 后 ,我 试图 给 出 
它 的 证 明 …。 

得 到 我 兄弟 的 允许 ,我 把 这 个 结论 转告 De Morgan 教授 ,他 当时 就 表示 
对 此 很 感 兴趣 , 且 认 为 它 是 一 个 新 的 发 现 . 面 且 正 如 后 来 听 他 课 的 人 告诉 我 ， 
他 一 直 认为 他 是 从 那里 得 到 这 一 信息 。 

如 果 没 有 记 错 的 话 ,我 兄弟 给 出 的 证 明 ,说 句 实话 ,他 自己 也 很 不 满意 .但 
我 必须 把 他 及 有 关 事 实 告 诉 对 这 一 问题 感 兴趣 的 人 。 

根据 这 篇 短文 ,我 们 似乎 完全 可 以 说 四 色 向 题 是 由 一 个 名 字 叫 Francia 
Guthrie 的 人 发 现 的 ,重新 加 到 De Morgsn 给 Hamilton 的 和信, 我 们 注意 到 在 
1852 年 10 月 26 日 ,Hamilton 的 回信 中 很 快 给 了 一 个 公正 的 答复 。 

我 不 可 能 很 快 解决 你 的 “四 色 问 题 "。 

在 继续 探讨 四 色 问 题 的 简单 历史 前 ,我 们 暂且 先 给 出 这 个 问题 的 一 个 简 
明 的 数学 描述 。 

如 果 平 面 图 G 的 面 能 够 用 = 或 小 于 ”种 颜色 染色 使 相 邻 面 染 上 不 同 的 霹 
色 , 则 称 平面 图 是 x- 面 可 染色 的 .因此 四 色 同 题 就 是 下 面 的 猜想 。 

四 色 犹 想 (1) ”每 个 地 图 (平面 图 ) 是 4- 面 可 染色 的 。 

正 像 我 们 将 要 看 到 的 那样 ,在 研究 四 色 犹 想 时 ,人 们 不 必 去 考虑 所 有 平面 
图 。 

平面 图 G 的 面色 数 X" (G) 是 指 G 是 x- 面 可 染色 的 最 小 .因为 x"(G) 是 
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G 的 块 中 面色 数 的 最 大 值 , 所 以 四 色 问 题 可 以 陈述 为 确定 每 个 不 可 分 平面 图 
是 4- 面 可 染色 的 。 

在 图 论 中 ,四 色 问 题 通常 是 利用 图 的 项 点 染色 来 陈述 的 , 即 用 图 的 色 数 来 
表示 ,用 这 种 方式 ,四 色 猜 想 可 作 如 下 陈述 。 

四 色 猜 想 (2) ”每 个 平面 图 是 4- 可 染色 的 。 

首先 ,我 们 来 证 明 四 色 狂 想 的 这 两 种 形式 是 等 价 的 .不 过 为 了 做 到 这 一 
点 ,需要 一 些 新 的 概念 。 

对 于 已 给 连通 平面 图 C, 我 们 构造 伪 图 CG 如 下 :在 人 的 每 个 面 / 里 放 上 一 
个 顶点 w ,并 且 这 些 顶 点 就 构成 C, 的 顶点 集 ! 对 C 的 每 条 边 e, 如 果 边 < 位 于 @ 
的 两 个 不 同 的 面 六 和 f, 的 公共 边界 上 , 则 在 Gs 的 两 个 顶点 wi 和 wi, 之 间 加 
人 一 条 边 , 此 外 如 果 边 <。 仅 位 于 C 的 一 个 面 了 的 边界 上 (此 时 , 边 e 是 C 的 桥 )， 
则 在 C 的 顶点 wr 上 加 入 一 个 环 . 在 画 @. 的 边 的 时 候 ,我 们 可 以 穿 过 C 的 对 应 
边 , 而 不 穿 过 G 或 Gs 的 其 它 边 (这 总 是 可 能 的 ) ,所 以 G 是 平面 图 . 伪 图 G, 称 
为 G 的 对 侦 , 除 了 C4 是 平面 图 以 外 ,还 有 这 样 的 一 些 性 质 :(1)G, 与 G 有 同样 
的 大 小 且 能 如 此 画 使 G 的 每 个 面包 含 G 的 一 个 顶点 ;(2)(C.)， 兰 C. 如 果 将 
连接 Gs 的 两 个 顶点 的 重 边 斥 用 一 条 边 来 代替 , 且 删 去 全 部 的 环 , 则 由 此 得 到 


的 图 就 是 我 们 通常 的 图 , 称 为 G, 的 基础 图 , 记 为 .图 7. 6 对 上 述 概念 作 了 说 
明 , 用 黑 回 表示 的 是 G, 的 顶点 。 


图 7.5 平面 图 的 对 偶 和 对 侦 图 的 楚 础 图 
定理 7.12 每 个 平面 图 是 4- 可 染色 的 当 且 仅 当 每 个 平面 图 是 4- 面 可 染 
色 的 ， 
证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 所 考试 的 图 是 连通 的 ,假设 每 个 平面 
图 是 4- 可 染色 的 , 设 G 是 任意 连通 平面 图 ,考虑 它 的 对 个 图 6, 的 基础 图,G 


的 两 个 面 是 邻接 的 当 且 仅 当 必 中 的 对 应 顶点 是 邻接 的 .因为 ,是 平面 图 , 故 
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根据 假设 是 4- 可 各 色 的 ,因此 ,G 是 4- 面 可 染色 的 。 

反 过 来 ,假设 每 个 平面 图 是 4- 面 可 染色 的 , 井 设 恕 是 任意 连通 平面 图 . 正 
像 我 们 已 经 注意 到 的 那样 ,SG 的 对 侦 图 Gs 能 九 和 人 平面 使 得 Gs 的 每 个 面 恰 好 包 
会 G 的 一 个 顶点 .如 果 Gs 不 是 图 而 大 的 图 , 那 未 通过 在 G4 的 每 个 环 上 搬入 二 
个 顶点 ,并 对 连接 两 个 顶点 的 重 边 集 的 所 有 边 , 除 了 一 条 边 以 外 ,全 放 上 一 个 
顶点 ,Gi 就 转变 成 图 G',G 的 两 个 顶点 是 邻接 的 当 且 仅 当 C 的 对 应 面 是 相 邻 
的 .因为 @ 是 4- 面 可 染色 的 ,所 以 G 是 4- 可 架 色 的 .加 

有 了 上 述 这 些 概念 ,现在 再 回 到 四 色 癌 题 的 历史 故事 ,我 们 可 以 肯定 ,这 
个 向 题 最 初 明显 是 由 Francis Guthrie 在 1852 年 提出 来 的 ,但 这 个 向 题 新 渐变 
得 广为人知 也 许 完全 是 由 于 De Morgan 的 缘故 ,是 他 经 常 向 其 他 一 些 数学 家 
谈 及 这 个 问题 .已 知 最 早 有 关 四 色 问 题 的 文献 出 现在 1860 年 4 月 14 日 , 它 是 
De Morgan 发 表 在 Athneaum 上 的 一 篇 未 署名 的 论文 .到 1860 年 这 个 问题 已 
变 成 众所周知 的 了 .1878 年 6 月 13 日 ,在 伦敦 数学 协会 的 会 议 期间 , 当 Artbur 
Cayley 向 到 这 个 问题 是 否 已 经 得 到 解决 时 ,外 色 问 题 更 受到 了 人 们 的 注意 和 
重视 ,此 后 不 久 ,Cayley 发 表 了 一 篇 论文 ,在 这 述 论 文中 也 提出 他 的 观点 , 病 述 
了 为 什么 这 个 问题 会 显得 那么 困难 的 原因 .从 他 的 观点 ,人 们 很 自然 地 可 能 会 
猜想 存在 具有 色 数 任意 大 的 平面 图 。 

与 四 色 同 题 有 关 的 最 重大 的 事件 之 一 是 发 生 在 1879 年 ?月 17 日 ,自然 杂 
志 宣 称 四 色 和 猜想 已 由 Alfred Bray Kempe 证 实 .Kempe 对 四 色 猜 想 的 证 明 出 
现在 1879 年 他 发 表 的 一 篇 论文 里 ,并 且 也 记述 在 1880 年 发 表 的 一 篇 论文 里 。 
在 大 约 十 余年 左右 时 间 里 , 人 们 认为 四 色 猜 想 已 经 解决 ,然而 在 1890 年 ， 
Percy John Heawood 发 现 了 Kempe 的 证 明 中 的 一 个 错误 ,而 且 Heawood 应 用 
Kempe 的 方法 ,证 明了 每 个 平面 图 是 5- 可 染色 的 .这 个 结果 很 自然 地 称 为 五 
色 定 理 。 

定理 7. 13( 五 色 定理 ) ”每 个 平面 外 是 5- 可 巢 色 的 。 

证 明 ”对 图 的 阶 请 进行 归纳 证 明 . 如 果 p 三 5, 则 结果 是 显然 的 。 

假设 全 部 至 多 有 一 1Cp > 5) 个 顶点 的 平面 图 是 5- 可 染色 的 . 设 G 是 阶 
为 的 平面 图 .由 推论 5. 2b,G 包 含 一 个 度 不 超过 5 的 顶点 v。 从 避 中 删 去 顶点 
vz, 我 们 得 到 p 一 1 阶 平面 图 G 一 v, 由 归纳 侦 设 , 它 是 5- 可 染色 的 , 设 已 给 GG 一 
uv 的 5- 换 色 法 , 且 用 1,2,3,4,5 代表 五 种 凑 色 。 如 果 在 染色 法 中 ,所 有 用 来 染 
与 v 邻接 的 顶点 的 颜色 数 不 超过 4, 即 存在 某 种 颜色 没有 使 用 过 , 那 末 可 用 这 
种 颜色 杂项 点 w, 由 此 得 到 G 的 5- 染色 ,否则 ,deg(v) 一 5 并 且 与 顶点 v 邻接 
的 顶点 使 用 了 全 部 五 种 颜色 。 
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不 失 一 般 性 ,假设 zw,w4 ,vovesvs 是 与 ”邻接 且 环 绕 " 排列 的 五 个 顶 点 ， 
另外 用 来 巢 项 点 w 的 疝 色 为 &1 所 :等 5). 现 在 考虑 巢 不 连续 的 两 个 顶点 zw 和 
鼠 的 两 种 颜色 ,比方 说 1 和 3, 并 设 刻 是 由 全 部 染 1 和 3 两 种 颜色 的 顶点 导出 
的 G 一 的 子 图 。 如 果 顶 点 v, 和 mm 属于 已 的 不 同 分 支吾 和 有 ,县 ww 和 拓 
VXH) , 那 末 通过 交换 了 (PH ) 中 所 有 顶点 的 颜色 ,又 得 到 G 一 * 的 一 种 5- 集 
色 法 , 且 在 这 个 染色 法 中 ,所 有 与 顶点 2 邻接 的 顶点 均 不 染 颜 色 .1, 因 此 用 翰 色 
1 热 项 点 "得 到 G 的 5- 染色 法 。 

然后 假设 w 和 w: 属于 所 的 同一 分 支 ,所 以 存在 五 中 的 一 条 一 :路 也 
使 得 忆 上 的 所 有 顶点 都 巢 1 或 3 色 。 路 已 连 同 路 wm' 形成 了 G 的 轿 C, 且 项 
点 mw 在 国 C 的 内 部 (或 外 部 ) ,而 顶点 w 和 在 图 C 的 外 部 (或 内 部 ), 所 以 不 
可 能 存在 G 中 全 部 顶点 集 2 或 4 色 的 v 一 v4 路 .用 大 代表 全 部 染 2 色 和 4 色 
的 项 点 导出 的 子 图 ,交换 包含 wm 的 尺 的 分 支 中 所 有 顶点 的 颜色 ,我们 重新 得 
到 G 一 v 的 5- 染 色 法 使 得 所 有 与 v 令 接 的 顶点 设 有 一 个 染 颜 色 2, 用 颜色 2 染 
顶点 v 即 可 得 到 G 的 5- 架 色 法 .用 

在 Heaword 论文 发 表 后 的 86 年 中 ,为 了 开启 四 色 问 题 的 奥妙 ,世界 各 国 
的 数学 家 们 作 了 无 数 次 尝试 , 直到 1976 年 6 月 21 日 ,Kenneth Appel 和 
Wolfgang Haken 宜 布 在 John Koch 帮助 下 ,他 们 已 经 证 明了 四 色 猜 想 ,Appel 
和 Haken 的 证 明 人 逻辑 上 是 很 简单 的 ,事实 上 ,许多 思想 本 质 上 和 Kempe 以 及 
后 来 由 Heawood( 不 成 功 的 证 明 ) 所 使 用 的 想法 是 同样 的 ,不 过 ,他 们 的 证 明 
是 相当 复杂 的 , 且 有 极 大 量 的 必 不 可 少 的 不 同情 况 要 进行 辨别 ,从 而 需要 进行 
大 量 的 计算 , 单 计算 宙 就 运行 了 近 1200 个 小 时 ,后 来 对 这 个 证 明 又 作 了 精确 
的 改进 ,最 后 有 效 地 缩短 了 计算 机 的 运行 时 间 。 

定理 7. 14( 四 色 定 理 ) 每 个 平面 图 是 4- 可 染色 的 。 

下 面 是 四 色 定 理 的 一 个 有 趣 推 论 ,为 了 建立 这 个 结果 ,使 用 代数 中 群 Z。 
X 2, 是 比较 方便 的 ,我 们 用 C0,0),(0,1),(1,0),(1,1) 表示 群 Z: x 2, 的 元 素 
并 定义 如 法 如 下 : 

D+ man) 一 这 十 到 十 下 
其 中 加法 i 十 m 和 jj 十 按照 模 2 加 法 计算 ,所 以 (0,0) 是 ZX 2, 的 零 元 。 
推论 7. 14 ”每 个 无 桥 3- 正则 平面 图 是 3- 边 可 染色 的 。 

证 明 设 G 是 任意 无 桥 3- 正则 平面 图 ,所 以 G 是 4- 可 染色 的 ,也 是 4- 面 
可 染色 的 .对 G 的 面 用 群 Z: Xx 2Z: 的 元 素 染 色 . 因 为 G 是 无 桥 的 ,所 以 G 的 每 条 
边 属于 两 个 相 部 面 的 边界 .定义 边 e 的 颜色 为 以 边 e 作 为 部 分 边界 的 两 个 面 的 
颜色 的 和 ,因为 Z, Xx 2: 的 每 个 元 是 自 逆 的 ,所 以 没有 G 的 边 染 为 颜色 (0,0) 。 
又 因 Z: X Zz 是 一 个 群 ,从 而 与 某 个 顶点 关联 的 三 条 边 一 定 染 为 2: xX Z: 剩 下 
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的 元 素 (0,0D) ,1,0) 和 (1,1) ,所 以 G 是 3- 边 可 染色 的 . 国 

对 四 色 问 题 的 详细 的 介绍 和 四 色 定 理 证 明 的 综述 ,有 兴趣 的 读者 可 进 一 
步 查阅 有 关 资 料 如 Biggs,Lioyd 和 Wilaon 的 论文 ,或 者 Appel 和 Haken 的 ,或 
者 Haken 的 ,或 者 F. Brenhart 的 著作 。 

四 色 定 理 处 理 了 能 馈 入 平面 的 全 部 图 的 最 大 色 数 .对 亏 格 为 二 的 曲面 
S.( 这 里 所 指 的 曲面 总 是 紧 致 定向 2- 流 形 ), 用 X(S,) 来 表示 所 有 能 嵌入 S, 的 
全 部 图 的 最 大 色 数 ,曲面 5。 就 是 球面 ,从 而 由 四 色 定 理 可 知 X(So) 一 4 首先 ， 
由 Heawood 证 明了 X(5,) 二 7, 即 环 面 的 色 数 是 7, 后 来 ,Heawood 认为 他 已 经 
证 明 ,对 任意 之 0,X(5,) 一 | 7 二 交 寺 人 8 TF sin | .但 是 ,Hetfter 指出 Heawood 


只 建立 了 XC5.) 的 上 界 , 即 对 任意 之 0， 
X55) 和 二 | (79-3) 


从 而 ,对 任意 a 之 0， 
CS) = [于 1 tm | 
" 2 


便 成 为 著名 的 Heawood 地 图 染色 狂想 .许多 人 曾经 对 这 个 猜想 进行 了 研究 ， 
直到 1968 年 ,Ringel 和 Younga 完成 了 这 个 猜想 的 非凡 证 明 ,从 面 这 个 结果 现 
在 称 为 Heawood 地 图 染色 定理 .这 里 提出 的 证 明 是 以 (7. 3) 为 前 提 的 。 
定理 7. 15(Heswood 地 图 染色 定理 ) ”对 每 个 正 穆 数 ， 
XS,) = [入 首 到 + |. 


证 明 ”根据 (7. 3 ,我 们 只 要 证 明 :对 任 塌 z > 0， 
XS,) 之 [王公 | 
和 2 


即 可 , 令 
»= | 车 + | 


所 以 请 所 (7 十 V1 十 48n)/2, 由 此 得 到 nn 之 (p 一 3)(p 一 4)/12, 故 
之 [ 倪 一 3 一 各 1. (7.4) 


根据 定理 5. 23, 不 等 式 (7. 4) 右边 等 于 尺 ,的 亏 格 , 即 Y(K,) < ,所 以 
XCSro) T XCS,). 


显然 , 久 ， 在 Sicx,， 上 是 可 能 人 的 ,从 而 XCSrxo) 之 p, 即 XC5,) 之 pp. 图 
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值得 注意 的 是 四 色 定 理 正 是 定理 7. 13 当 = 0 的 情况 。 
练习 


,证明 : 平 面 图 @ 是 2- 面 可 染色 的 当 且 仅 当 C@C 是 Euler 图 。 

.证明 ;: 胖 面 三 角 章 分 图 G 是 3- 可 染色 的 当 且 仅 当 已 是 Euler 图。 
-证明 :每 个 Hamilton 平面 图 都 是 4- 面 可 染色 的 。 

证 明 : 除 了 天, 以 外 ,每 个 平面 三 角 剖 分 图 都 是 3- 面 可 染色 的 。 

- 设 C 是 3- 正 则 图 ,证 明 :G 是 3- 面 可 染色 的 充分 必要 条 件 是 G 的 每 个 
面 的 边界 都 有 偶数 来 边 。 


PW 
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在 这 一 章 我 们 主要 研究 的 几 个 专题 都 是 属于 极 图 理论 的 领域 .由 于 著名 
的 Ramsey 理 坨 在 极 图 理论 中 最 活跃 ,从 而 也 是 本 章 要 讨论 的 主要 内 容 ， 


8.1 Turdn 定理 


对 于 任意 的 阶 图 厂 , 当 户 之 p' 时 ,H 为 KK, 的 子 图 .这 个 明显 的 结论 所 
示 我 们 :对 于 任意 给 定 的 一 个 图 下 以 及 给 定 自然 数 p(p 之 pCF)), 当 卢 阶 图 G 
的 边 数 足够 多 时 ,下 一 定 为 G 的 一 个 子 图 , 即 存 在 一 个 边 数 的 下 界 fC), 当 户 
阶 图 G 的 大 小 满足 9(G) 之 fCp) 时 ,下 一 定 为 G 的 一 个 子 图 .如果 边 数 的 下 界 
蚌 可 达 的 ,那么 存在 一 个 记 阶 且 大 小 为 fp) 一 1 的 图 G 使 得 6G 不 包含 子 图 FF， 
此 时 , 称 图 @ 为 王 的 极 图 .类 似 地 ,可 以 定义 关于 图 的 性 质 忆 的 极 图 特性 .确定 
可 达 的 界 f(z) 以 及 所 产生 的 极 图 构成 了 图 论 的 一 个 重要 领域 一- 极 图 理 
论 。 

1941 年 ,Turin 提出 并 解决 这 样 一 个 同 题 ,对 于 已 给 正 整 数 思 和 确定 最 
小 整数 了 Cp,n) 使 得 每 一 个 p 阶 且 大 小 至 少 是 TCp,n) 的 图 包含 KK, 作 为 子 图 。 
由 此 开创 了 极 图 理论 的 研究 .事实 上 ,在 前 几 章 已 经 涉及 到 极 图 理论 的 某 些 结 
村 :如 果 户 (之 3) 阶 生 至 少 有 轧 条 边 的 图 G, 一 定 有 一 个 团 ,如 果 思 阶 图 G 注 
足 9(G) 之 (一 D) 人 一 2)/2 十 2, 则 G 为 Hamilton 图 .因为 每 个 阶 为 p, 大 
小 为 一 1 的 树 一 定 不 含有 图 1 而 对 于 任意 的 Pp 之 1, 在 天 ,-: 上 加 上 一 条 悬挂 
边 得 到 的 户 阶 ,大 小 为 (p 一 1)(p 一 2)/2 十 1 的 图 不 是 Hamilton 的 ,从 而 上 
述 两 个 界 都 是 可 达 的 .如 果 G 是 Cp 之 2) 阶 且 至 少 有 (Cp 一 Cp 一 2)/2 十 1 
条 边 的 图 ,那么 G 是 连通 的 ,实际 上 ,G 有 一 条 Hamilton 路 ,如 果 在 上 图 中 增加 
条 件 户 是 偶数 , 则 G 包含 一 个 1- 因子 ,图 KK.-! U K, 表明 全 部 这 些 界 是 可 达 
的 。 

对 于 给 定 的 * 阶 图 和 给 定 的 整数 p(z 之 ,所 有 不 包含 下 作为 子 图 的 
户 阶 图 中 边 数 的 最 大 值 称 为 的 极 数 , 记 为 ex(p,F) ,由 极 数 的 定义 可 知 : 任 
意 有 exlp,F) 十 1 条 边 的 记 阶 图 包含 作为 子 图 ,如 果 户 阶 图 GCG 至少 有 extp， 
五 ) 条 边 且 不 包含 作为 子 图 , 则 称 G 为 的 极 图 .由 对 Hamilton 图 的 讨论 ， 
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可 得 对 任意 Pp 之 3,extp,C4) 二 (p 一 了 D(p 一 2)/2 十 1。. 首 先 对 如 Ks,P, 这 类 
图 三 确定 ex(p,P) 是 比较 容易 的 ,如 果 下 二 天,, 则 exCp,F) 二 0p 之 2); 如 
果 尼 = PP, 则 
er 一] 二 |e>a， 
如 果 严 一 2K:，, 则 ex(pF) 一 一 1(p 之 4)( 见 本 节 练 习 1 和 2)。 
定理 8.1 如 果 p(p 之 3) 阶 图 G 的 大 小 至 少 为 : 


六 
[4+ 

则 6 包含 三 角形 。 

证 明 对 plp 之 3) 用 归纳 法 . 当 户 一 3 时 ,唯一 的 六 阶 且 大 小 至 少 为 
| 生 ]+1 的 图 是 ,结论 旺 然 成 立 .对 于 一 4, 满 足 定理 条 件 的 图 只 有 ,一 
< 其 中 < 为 K, 的 任意 一 条 边 ) 和 ,而 这 两 个 图 都 包含 三 角形 ,所 以 对 于 思 一 
3,4, 定 理 结果 是 正确 的 。 

假设 hk4 上 < 攻 阶 且 大 小 至 少 是 | 二 |+ 1 的 每 个 图 包含 三 角形 .下 面 


证 明 对 于 p 阶 且 至 少 有 | 对 |+ 1 条 边 的 图 G, 定 理 结论 成 立 , 设 * 和， 是 G 的 
两 个 令 接 顶点 ,如 果 Nou) 门 Nota) 天 台 , 则 全 包 售 一 个 三 角形 .假设 Necw) 
站 Neo) 一 条, 则 及 一 G 一 “一 "的 每 一 个 顶 皮革 多 与 "和 = 中 的 一 个 邻接 ， 
从 而 万 满足 

PH)=p—2 有 8 


机 
gg —(p D>|$1+1 (p—1) 


-| 
根据 归纳 假设 ,万 包 洁 三 角形 ,从 而 G 也 包含 三 角形 . 国 
对 任意 p 二 3, 令 


则 户 阶 图 下. 满足， 


且 不 洁 三 角形 ,从 而 定理 8. 1 给 出 的 界 是 可 达 的 ,同时 说 明了 
xprk y= Elo=», 
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事实 上 ,由 以 上 方法 构造 的 完全 二 部 图 天 ..。 是 唯一 的 一 个 不 包含 三 角形 的 极 
图 (在 下 面 可 见 到 该 结论 的 证 明 )。 

对 于 定理 8. 1, 可 重 述 为 ,如 果 plp 之 3) 阶 图 G 满足 

ropbdar 

则 GG 包含 玉 , 作 为 子 图 ,这 个 结果 能 够 推广 到 包含 任意 r(r 之 2) 阶 的 完全 图 KK。 
的 情况 . 

定理 8.2 设 r 和 是 正 整 数 且 思 之 7 之 2, 如 果 户 阶 图 G 满足 ; 

4(GJ 二 12 光 tr 


则 GG 包含 必 , 为 子 图 。 

证 明 ”利用 对 + 的 归纳 法 ,证 明定 理 结果 成 立 . 当 r = 2, 由 于 至 少 有 一 条 
边 的 图 包含 兵 , 为 子 图 ,所 以 定理 是 正确 的 , 当 r 一 3 时 ,由 定理 8. 1 可 得 定理 
结果 成 立 。 假 设 对 任意 整数 > 一 1Cr 之 4), 如 果 plp 之 r 一 1) 阶 图 G 满足 ， 

Rop br 


则 避 包 含 天 ,_, 作为 于 图 ， 
下 面 利 用 对 p 归纳 ,证 明 ; 如 果 pC 之 7) 阶 图 G 满足 : 
4(G) 二 [性 六 + 
则 避 包 全 天 ,作为 子 图 。 
当 户 一 > 时 ,由 


29O>|2 | 人 1 人 )， 


可 知 G 二 KK, 一 K,, 从 而 定理 结果 成 立 。 
假设 对 于 任意 Cr 三 < 之 p) 阶 图 五 ,如 果 如 满足; 

gD) > 1 党 |+1， 
则 下 包含 尺 , 作为 子 图 . 设 G 是 上 阶 图 且 满 足 ， 

OO 二 | 所 -2 这 | 上 1 
因为 

op 

由 对 > 一 1 的 归纳 假设 可 知 :C 包含 居 ,-, 作为 子 图 . 设 口 是 G 中 与 K,-, 同 构 
的 一 个 于 图 的 顶点 集 , 且 HH = G 一 UU, 如 果 存 在 顶点 v E VCH) 使 得 U 忆 
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Nelo), 则 G 包含 子 图 上 KK, 全 (UU {v}), 定 理 结论 成 立 .假设 对 于 任意 v E 
VHD) ,UN Nebw)1 达 7r 一 2. 由 此 可 得 
三 一 | 
«oz<| 2 
如 果 疡 一 r 十 1<r, 则 4Sr 雪 户 筷 2(r 一 1), 此 时 ， 


(z+toe-rtve-s+[? 11]- 所 = 党 


+e-r+be-2+[2 全 ]， 


-sl se. 
所 以 

GO 三 | 乞 =2 党 |， 
与 的 边 数 至 少 为 


rz>| 5 党 | 
的 事实 不 盾 , 由 此 可 得 pp 一 "十 1 之 r. 因 为 二 的 阶 为 p 一 r 十 1 之 r 且 
dD >a -|( 71) -rter 2 


> 
-| + jt 


由 对 图 阶 数 的 归纳 假设 可 知 瑟 包含 天, 作为 子 围 , 从 而 C 包 省 天 .作为 一 个 于 
图 , 鲍 
由 定理 8. 2 可 知 对 户 之 > 之 2， 


ex(prK) 妇 | 每 学 |} 


而 且 , 由 定理 8.2 可 知 当 7 二 9 且 p 二 12 时 ,每 个 阶 为 12 和 大 小 至 少 为 63 的 
图 包含 &。 作 为 子 图 .事实 上 ,每 个 阶 为 12 目 大 小 为 62 的 图 也 包含 扩 , 作为 子 
图 ,所 以 定理 8. 2 中 提出 的 界 对 + 之 4 不 是 可 达 的 ,对 之 r 之 2 的 全 部 整数 
和 rr,Turdn 得 到 了 ex(z, 天 .) 的 确切 值 。 

在 给 出 Turn 结果 以 前 ,需要 引入 某 些 术语 和 记 丢 ,如 果 完 全 多 部 图 撕 足 
各 部 分 集 的 基数 最 多 相差 1, 则 称 该 图 为 儿 乎 正则 完全 多 部 图 .如 果 图 C 为 
阶 几乎 正则 完全 有 -部 图 ,上 且 p= 二 戌 十 rt0 志 rr 之 kt 之 1), 则 GG 的 各 部 分 集中 
肯定 有 个 部 分 集 包 含 : 十 1 个 顶点 ,而 另外 一 + 个 部 分 集 有 :个 顶点 ,因此 
户 阶 志平 正 则 完全 上 - 部 图 是 唯一 的 , 记 为 RCp,&) .又 因为 
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g(Rph)) 一 (人 =- 中- 人 -no 中 ， 


记 g(p .hk) 一 9(R( 记 天))。 

定理 8.3 设 n 和 轧 是 自 数 且 2 二 rn 莹 思 , 每 个 p 阶 且 大 小 至 少 为 gCpin 
一 1) 十 1 的 图 包含 下 , 作为 子 图 ,而 且 RCp,n 一 1) 是 唯一 的 p 阶 且 不 包含 子 
图 KK. 的 极 图 。 

证 明 ”对 n(n 之 2) 进行 妥 纳 . 当 n 一 2 且 p 之 2 时 ,图 R(tp,n 一 1)= 
R(tp11) 一 天 gj,1) 一 0, 所 以 每 个 p 阶 且 太 小 至 少 是 qtp,1) 十 1 的 图 包含 
下 ; 作为 子 图 ,而 且 KK, 是 唯一 的 p 阶 空 图 ,因此 定 再 结果 在 4 二 2 时 成 立 。 

假设 当 有 之 3 时 ,每 个 :ls 之 4 一 1) 阶 县 大 小 至 少 为 4ts,n 一 2) 十 1 的 
图 包含 下 .1 作为 子 图 , 且 R(s,n 一 1) 是 唯一 的 : 阶 ,不 包含 子 图 开 ,-, 的 极 图 。 
设 志 之 ns 且 轧 阶 图 G 是 一 个 不 包含 子 图 玫 . 且 边 数 最 多 的 图 。 

设 顶点 ”是 G 的 一 个 最 大 度 顶 点 , 即 degctv) = A(G) ~ A。 因 为 G 不 含 
五 .因此 由 > 的 邻 域 Niw) 导出 的 于 图 (N(w)) 不 含 KK.-1。 

假设 A 和 sn 一 2. 因为 1V(G)| = pp 之 n, 故 存在 G 的 一 个 顶点 zlu 关 vv) 
使 ww 各 ECG). 因 为 p 阶 图 G 是 不 包含 下 ,上 且 边 数 最 多 的 图 ,所 以 G 十 ww 包含 
一 个 同 构 于 天. 的 子 图 下 .又 因为 除了 wu 和 wv 以外,G 十 uv 的 其 它 顶 点 的 度 不 
会 超过 一 2, 而 下 是 阶 至 少 为 3 的 tn 一 1)- 正则 图 ,这 导致 矛盾 ,所 以 和 之 
—1. 

因为 (N(w)) 不 售 KK,-1, 放 (N(v)) 的 大 小 不 会 超过 图 RCA,n 一 2) 的 大 小 
gtAsn 一 2). 设 U = {wll 莹 i 和 让 是 图 G 一 N[v] 的 顶点 奥 . 因 为 在 G 中 每 
个 顶点 wtl 达 i 芝 ) ,degtw) 之 A, 故 

4(G) SH DA+ qn — 2), 
定义 
G' = RAn — 2) + Kr, 
则 G' 是 疡 阶 且 3(GD) = tt 十 DA 十 gl(4h,n 一 2) 的 完全 ln 一 1)- 部 图 ,因为 
G' 是 (n 一 1)- 部 图 , 故 不 合 攻 , 作为 子 图 .因此 
(+ DA+TalAn m2) =) S90 G+ DA+ gan m2, 
从 而 ,49(G) = 人 十 1)A 十 9(A 一 2)。 

下 面 证 明 G 兰 如 , 即 G' 是 唯一 的 、 阶 为 .大 小 为 (1 十 DA 十 qlAsn 一 2) 

的 且 不 包含 子 图 KK 的 图 ,由 gtG) 一 qlG') 可 得 :0 的 每 个 项 点 在 G 中 的 度 是 
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A' 而 且 U 是 独立 集 , 因 此 口 U {a} 也 是 独立 集 , 由 CN(w)) 不 包含 子 图 大。 
IN(o| = AigCN Cw))) = qlA&sn 一 2) 以 及 归纳 假设 可 得 G 守 G1'。 

因为 G= RCAsn 一 2) 十 天 0 故 G 一 天 row 为 完全 一 1)- 部 
图 ,不 妨 设 p. 之 ps 蕊 … 夺 p。-s, 由 归纳 假设 可 知 RA 一 2) 一 其 Wo 
是 几乎 正则 的 ,所 以 p,-: 达 pi 十 1. 因 为 wv 是 G 的 最 大 度 顶 点 , 故 t 十 1 三 记 1。 
假设 疡 -: 之 上 十 3。 令 刀 一天 amn ia 故 

HAH) 一 4(G) 一 ps Dt+D) 1, 

与 G 是 边 数 最 多 的 性 质 矛 盾 , 因 此 户 -: 科 上 十 2, 从 而 C = RCpsn 一 1), 国 


练习 


1. 证 明 : 每 个 pb 之 3) 阶 且 大 小 是 | 生 | 十 1 的 图 包含 已 作为 子 图 , 且 描 
述 P 的 极 图 。 

2. 证 明 : 每 个 Cp 之 4) 阶 且 大 小 是 轧 的 图 包 售 2KK， 作 为 子 图 , 且 措 述 2Ks 
的 极 图 。 

3. 对 户 之 4 确定 exCp, 民 14) 和 所 有 Kia 的 要 图。 


8.2 Ramsey 数 


在 极 图 理论 中 ,最 著名 且 最 值得 研究 的 邻 域 是 Ramsey 理论 ,在 这 一 节 和 
下 一 节 将 主要 讨论 这 个 专题 , 先 从 经 典 Ramsey 数 开始 。 

对 于 正 整 数 m 和 ,Ramsey 数 rlm,n) 是 最 小 正 整数 使 得 对 于 每 个 户 阶 
图 G, 或 者 C 包含 大- 作为 子 图 或 者 包含 天 , 作为 子 图 ! 即 妃 或 者 包含 严 个 互 
相 邻 接 的 顶点 或 者 省 有 个 顶点 的 独立 集 .由 于 Frand Ramsey 首先 研究 了 上 
述 向 题 ,建立 了 理论 框架 ,并 且 最 终 证 明了 r(m,za) 的 上 界 存在 ,所 以 上 述 问题 


以 他 的 名 字 命名 , 称 为 Ramaey 数 ,因为 对 每 个 图 G 有 (CG)  G, 所 以 Ramsey 
数 r(m,n) 在 上 述 意 义 下 关于 sm 和 是 对 称 的 , 即 rCm,n) 二 rln,m)。 

如 果 m 和 * 中 这 少 有 一 个 不 超过 2, 那 么 证 明 rtm,n) 存在 是 相当 容易 的 ， 
并 且 可 得 r(i,n) = 1,r(2,n) 一 n, 在 确定 其 它 Ramsey 数 的 值 时 ,难度 随 着 亚 
和 和 增 大 而 明显 增 大 ,并 且 也 不 存在 与 rt1,n) 和 r《2,n) 类 似 的 一 般 公式 。 

有 时 从 * 边 执 色 " 的 观点 出 发 研究 Ramsey 数 是 很 方便 的 .对 于 每 个 阶 
图 避 ,KK, 的 边 集 分 成 G 和 盛 的 边 集 .这样 -(m,n) 能 看 作为 最 小 正 整 数 记 使 得 ， 
如 果 天， 的 每 条 边 任意 地 以 红 或 蓝 两 种 辣 色 染 色 ( 当 然 , 这 里 邻接 边 可 以 安排 
同样 颜色 ), 那 么 ,或 者 存在 一 个 全 部 边 染 红色 的 m 阶 完全 子 图 ,或 者 存在 一 
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个 全 部 边 染 蓝 色 的 x 阶 完全 子 图 ,如 果 第 一 种 情况 出 现 , 则 称 尺 , 包含 一 个 红 
色 Ka 而 第 二 种 情况 出 现 , 称 KK, 含有 一 个 蓝 色 大,。 

例如 对 xC2,n) Cn 之 2) 可 进行 如 下 讨论 ,如 果 将 天 ,的 边 全 染 蓝 色 ,那么 
站 .- 既 不 含 红色 KK; 也 不 售 蓝 色 此 .从 而 rC2,n) > 4 一 1; 如 果 任意 地 用 红 或 
蓝 两 种 颜色 染 环 . 的 边 ,那么 或 者 全 部 边 染 上 蓝 色 ,或 者 其 中 一 条 边 染 为 红色 ， 
从 而 或 者 有 一 个 蓝 色 兵 ,或 者 有 一 个 红色 天 :, 即 z(2,m) 三 ns 从 而 rC2,n) 一 2。 

定理 8- 4 的 证 明 方法 给 出 了 在 Ramsey 理论 中 某 些 共同 的 证 明 技巧 。 

定理 8.4 Ramsey 数 +(3,3) = 6， 

证 明 ”因为 无 论 Cs 或 Cs 全 Cs 都 不 包含 开 作为 子 图 ,所 以 r(3,3) 之 6。 

设 忆 是 任意 一 个 6 阶 图 , 且 v 是 G 的 一 个 项 点 .显然 至 少 与 G 中 三 条 边 
关联 或 至 少 与 互 中 三 条 边关 联 ,不 失 一 般 性 ,假设 ve,vws,oos 是 G 的 边 .如 果 
vivasvivssvavs 中 至 少 有 一 条 是 的 边 ,那么 避 包 含 子 图 KKs, 否 则 v1,v2ovs 是 局 
中 互相 邻接 的 顶点 ,从 而 区 包含 子 图 天 ,。 由 此 可 得 r(3,3) 所 6。 结合 这 两 个 不 
等 式 , 可 得 r(3,3) 一 6, 国 

对 于 任意 正 整数 m,n, 定 理 8. 5 不 仅 归纳 地 证 明了 rm,rn) 存在 ,同时 还 
导出 了 rlm,n) 的 一 个 上 界 。 

定理 8.5 对 于 任意 整数 mim 之 2) 和 nln 之 2), 如 果 r(mon 一 1) 和 rm 
一 la) 存在 , 则 rlm,n) 也 存在 , 且 

rn) Srlmn— 1) + rm— 1n), (C8. 1) 
此 外 , 当 r(m 和 一 1) 与 rm 一 1,n) 都 是 偶数 时 ,(8. 1) 中 严格 不 等 式 成 立 ， 

证 明 设 G 是 一 个 阶 为 :二 rimsn 一 1) 十 rlm 一 1,n) 的 图 ,需要 证 明 
或 者 G 包 合 KK。 作 为 于 图 或 者 石 包含 KK, 作为 一 个 子 图 , 设 v E VCG) .因为 在 
完全 图 K, 中 ,wv 的 度 为 rCmon 一 1) 十 rim 一 1,n) 一 1, 所 以 或 者 degc(a) 之 
r(m 一 1 ,94)， 或 者 degcCuo) 之 rlmn 一 1)。 

如 果 degc(o) 之 rlm 一 1,n), 记 5 二 Nolw), 则 可 得 或 者 G, 二 (3S)c 包含 
子 图 KK.-1, 或 者 Gl 包含 子 图 帮 ,。 如 果 Gi 包含 于 图 K., 则 石 也 包含 子 图 KK 如 
果 G 包含 子 图 天--， 则 由 于 在 CG 中 顶点 "与 3 中 每 个 顶点 邻接 , 故 G 包含 子 
图 天 。, 从 而 在 这 种 情况 下 ,K- 三 G 或 天 三。 

如 果 degctu) 宇 r(ma 补 一 1), 令 了 一 VCG)AN[o],G = (To; 则 |T|= 
p(G) 之 rlmn 一 1) 二 rn 一 1,m). 从 而 或 者 G; 包含 于 图 天 ,或 者 Cs 包 
含 子 图 KK。. 由 于 GCC,Gi CG 且 在 G 中 v 不 与 的 任意 顶点 邻接 ,所 以 或 
者 @G 包含 于 图 天 -或 者 区 包含 子 图 兵 。， 

因为 @G 是 任意 一 个 阶 为 >(m 一 1,7) 十 rCmon 一 1) 的 图 ,所 以 rlm,n) 存 
在 且 (8. 1) 式 成 立 。 
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假设 r(m 一 1,m) 和 rim,n 一 1) 是 两 个 偶数 , 且 G 是 任意 一 个 阶 为 rCm 
一 lm 十 rGmia 一 1) 一 4 的 图 ,下 面 证 明 或 者 G 包 合子 图 大- 或 者 如 包含 子 
图 K.。 

因为 p(G) 为 奇数 , 故 在 G 中 存在 偶 顶 点 w。 如 果 degc(z) 之 rm 一 1.)， 
那么 由 上 述 证 明 可 得 或 者 G 包含 子 图 天 -或 者 区 包含 子 图 天,。 另 一 方面 ,如 
果 degcto) 之 rlm 一 La), 则 degeto) 之 rbm 一 1,n) 一 2, 从 而 dego(z) > 
rlmwmn 一 1), 由 上 述 证 明 仍 然 可 得 或 者 G 包含 子 图 长 ,或 者 忆 包 合子 图 必 ,， 
从 而 定理 结果 成 立 , 国 

定理 8.6 ”对 于 任意 两 个 正 整数 亚 和 >=， 


ran 荆 人 ”人 


m—1 
证 明 ”对 天 一 于 十 2 进行 归纳 .由 r(1,2) 二 1x 之 1) 和 7(2,n) 二 n(n 
之 2) 可 得 当 4 和 5 或 者 min{m,n} 态 2 时 ,定理 结果 成 立 ,从 而 可 假设 m 之 3。 
7 之 3, 由 定理 8.4 可 得 当 上 一 6 时 ,定理 结果 成 立 。 
假设 对 任意 ww 宇 3,n' 宇 3 且 m' 十 之 上 > 6)， 
m' 二 ni 一 2 
Ja" 一 】 
设 扣 之 3,n 之 3 上 且 驶 十 4 二 上 ,由 归纳 般 设 可 知 rCm 一 1,n) 和 rtmon 一 
1) 满足 ， 


rm ml ) < | 


rm nD" "| 有 


rn D+ "TY). 


由 (C8.1) 式 可 得 
rimn) rm ~— 1n) + rtmn— 1) 
(Ua | (< 二 2 了 引 
十 


下 一 2 m—1 
_ fm+n—2 
ml)’ 


从 而 定理 结果 成 立国 
容易 验证 , 当 min{m,n) 三 2 时 ,定理 8.6 给 出 的 关于 rtm,n) 的 界 正好 是 
rtmsn) 的 值 ; 当 mm 二 x 二 3 时 ,这 个 界 也 是 最 好 的 ,由 定理 4.6 可 得 : 


rE 3), 
对 于 rt3,n) 的 这 个 界 , 可 作 进 一 上 改进。 
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定理 8.7 对 任意 2 之 3， 


am "+ 3. (8.2) 

证 明 ”对 n 进行 归纳 . 当 x ”3 时 ,r《3,n) 一 61 而 (rn 十 3) 2 一 6 所 以 

《8.2) 在 n 一 3 时 成 立 .假设 在 x* 1 时 ,rl3;r 1D 一 1 3 2 
《n 之 4) 由 定理 8.5 可 得 : 

r(3.n) nt+r(3n — 1), (8- 3) 


而 且 当 nm 和 (3 “1 两 个 都 是 偶数 时 ,严格 不 等 式 成 立 ,结合 (8. 3) 和 归纳 
假设 可 得 
rm Sr tam DD nt et "+ 
(8. 4) 
为 了 完成 定理 证 明 ,只 要 证 明 (8. 4) 严格 不 等 式 成 立即 可 。 
如 果 是 奇数 , 则 na 《是 奇数 ,从 而 r(3,m) < Gm 十 4) 2 ,因此 可 以 假 
设 呈 是 偶数 ,如 果 r(3im 1) < nD! 十 3 2, 那么 (8.4) 不 等 式 严格 成 
立 另 一 方面 ,如 果 r(3m 一 1) 一 [Ce -十 3 2 到 2 -nn 十 2, 因 为 n 
是 偶数 , 故 r(3,m 1) 是 偶数 ,从 而 (8. 4) 严格 不 等 式 成 立 . 峡 
根据 定理 8.7 可 得 ,r(3,4) 鼠 9,r(3,5) 去 14。 实 际 上 ,这 两 种 情况 等 式 都 
成 立 。 对 于 等 式 r(3,5) = 14 可 采用 如 下 方法 得 到 ,因为 存在 一 个 13 阶 的 图 使 
得 它 既 不 包含 个 二 角形 也 不 包含 
5 个 顶点 的 独立 集 , 即 KK 吃 G 且 天 
入 GB( 见 图 B.1), 从 而 r(3,5) 之 14。 
叉 因 为 r(315) 达 14, 所 以 7《(3,5) 一 
14。 
定理 8.6 也 给 了 一 个 关于 “对 角 
线 "( 央 mm 一 mn)Ramsey 数 rasm) 的 


上 界 ,rtn,n) 三 a 上 对 于 
rn) 的 下 界 可 用 三 种 方式 得 到 : 
概率 方法 .计数 法 和 构造 法 在 构造 困 了 1 "3，) 之 4 的 一 个 要 四 

法 中 ,确定 rCavz) 的 一 个 下 界 是 通过 构造 一 个 适当 的 图 使 得 这 个 图 不 管 是 它 
本 身 还 是 它 的 补 图 都 不 包含 子 图 K-, 不 过 “ 般 说 来, 随 着 的 增 大 ,这 种 方法 
是 很 难 行 得 通 的 .更 好 的 下 界 是 运用 计数 方法 得 到 的 -这 里 就 思想 方法 作 个 
符 单 介绍 :假设 希望 证 明 存 在 一 个 请 阶 图 G 有 某 种 已 知性 质 已, 如 果 能 够 估计 
不 具有 性 质 P 的 阶 图 的 数目 , 且 能 证 明 这 个 数 是 严格 地 小 于 阶 图 的 总 数 ， 
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那么 必然 存在 一 个 具有 性 质 P 的 p 阶 图 G. 当 然 ,这 个 过 程 并 没有 提供 构造 图 
G 的 方法 ,1947 年 ,Erdas 首先 运用 计数 方法 建立 了 rn,n) 的 一 个 下 界 。 

定理 8.4 对 任意 4 之 3， 

ran) > 12°], 

证 明 设 p 一 12"*j ,下面 证 明 , 存 在 一 个 p 阶 图 G 使 得 G 和 如 都 不 包 舍 
子 图 KK.。 

假设 所 有 考 虚 的 图 是 标定 图 , 即 认为 所 有 顶点 是 有 标记 的 ,也 就 是 说 , 认 
为 两 个 图 是 相同 的 (或 者 但 等 的 ) 当 且 仅 当 对 于 任 害 一 对 顶点 名 ,vj, 它 们 同时 
有 边 相 连 或 无 边 相 连 ,由 于 所 有 的 无 序 顶 点 对 {vitv)} 的 个 数 为 | 引 :而 对 于 取 
定 的 两 个 顶点 %,vj, 在 构造 图 时 ,都 有 连接 或 不 连接 它们 的 两 种 方法 ,因此 有 
同样 顶点 集 Y 的 p 阶 非 伍 等 图 的 个 数 是 2( 引 个 ， 

对 的 每 个 4 元 子 集 S(1S| = 1), 由 S 导出 一 个 完全 图 的 所 有 图 的 个 数 
是 2[ 分 -( 引 。 
如 果 M 表示 包含 一 个 与 兵 。 同 构 子 图 且 不 恒 等 图 的 个 数 ,那么 

MZ 位 


2(2)-{(2) < E20), (8. 5) 
由 假设 户 三 29, 因 此 加 莹 2.9, 又 因为 4 之 3, 才 器 过 吉 m12( 外 ,从 而 
P< 型 2 ， (8.6) 
结合 (8. 5) 和 (8. 6) 得 到 
M< 209 。 
如 果 列 出 具有 顶点 集 V 且 包 含 与 上 , 同 构 子 图 的 M 个 非 恒 等 图 以 及 它们 的 补 
图 ,那么 在 这 个 所 列表 中 至 多 有 2M < 2{ 外 个 不 全 等 图 .因为 有 2( 外 个 具有 
顶点 VV 的 不 恒 等 的 图 ,所 以 ,存在 一 个 具有 顶点 集 V 的 图 G 使 得 G 和 蕊 在 前 述 
表 中 都 不 出 现 , 即 C 和 七 都 不 会 与 KK, 同 构 的 于 图 ,看 
由 定理 8. 6 和 定理 8.8 可 得 4 < 之 r(4,4) 所 20, 实 际 上 r(4,4) 一 18( 见 本 
节 练 习 5). 迄 今 为 止 , 对 于 3 所 如 痊 m 已 知 的 Ramsey 数 有 
r(3,3) 一 6, r(3,6) 一 18, r(3,9) 一 36， 
314) 一 9， r(347) 一 23,r(4,4) 一 18， 
zr(3,5) = 14, 7(3,8) 一 28 和 r(4,5) 一 25。 


练习 
1. 证 明 : 对 任意 正 幕 数 吉 和 nrlmn) 二 r(n,m)。 
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2 证 明 : 如 果 忆 是 一 个 阶 为 rlmom 一 的 图 : 则 

(a 上 K.，G 或 KK. 到 

(by 扩 .G 或 KC 

3. 证 明 , 如 果 2 一 ma “况且 2 一 开 挟 ma 则 ro sm ) 三 rlmen), 且 等 式 
成 立 当 且 仅 当 现 一 到 和 于 一 

4- 证 明 :r(3,4) 一 9 

5. 右 图 的 阶 为 17, 且 既 不 含 4 个 
互相 辑 接 顶 皮 ， 也 不 含 4 个 顶点 的 独 

集 , 因 此 r(4,4) 之 17 证 明 :r(4,4) 

= 18 

6.Ramaey 数 r( ,5) 还 是 未 知 
数 ,建立 关于 这 个 数 的 上 、 下 界 《 须 有 
说 明 》。 


8.3 广义 Ramsey 数 


对 于 正 整 数 m 和 ma, 在 8. 2 中 讨 
论 的 经 典 Rameey 数 r(r nz) 也 可 定义 为 最 小 正 整 数 p 使 得 对 任 休 因子 分 解 
,一 FF( 因 而 PF 二 了,), 或 者 K,，。 局 或 者 K。 一 Fe。 以 这 种 方式 定义 
的 Ramsey 数 , 启发 我 们 作 各 种 有 趣 的 推广 在 这 节 , 对 于 迅速 发 展 的 
Ramaey 理 过 领域 ,我 们 只 考虑 众多 研究 方向 中 最 简单 的 一 个 方向 设 CuC， 
Gt 时 之 2) 是 二 个 图 ,广义 Ramaey 数 rCG,,G,，…,Gs) 定义 为 最 小 正 整 数 记 
使 得 对 扩 , 的 任何 个 因子 分 解 

后 ,一 所 四 玉田 四书 ， 

存在 1 三 :三 满足 图 GG 是 FF, 的 子 图 .由 广义 Ramsey 数 的 定义 可 得 rtK, ， 
兵 。) 三 Tbn yr), 因此 用 rr4on mi] 表示 7(K, 1 开 ，,K】 

定理 8.9 ”对 于 任意 给 定 的 图 GuG:…GG 之 2), 广 义 Ramsey 数 
r(C ,CC -G4) 在 在 

证 明 设 p 一 pLG)( 三 i 之 ) ,由 于 对 于 任意 1 三 i 之,G，:Ks, 从 
而 r(GG se, 莹 r《PvPar…* bPa)， 由 此 可 得 :只 要 证 明 7Cp ,加 加 ) 存 
在 即 可 

对 进行 归纳 当 = 3 时 ,由 定理 8. 5, 对 任意 正 整数 和 #.,7Cp 1p.》 
存在 假设 对 任意 一 1 之 3) 个 正 往 数 有 0? 和 上 一 Drm )》 
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存在 . 当 pi,p2,…+P 是 任意 给 定 的 大 个 正 整数 时 ,下 面 证 明 (Cptpes** ,1) 
存在 。 

由 归纳 假 机 可 知 rCp,p2y… ,pi-1) 存在 , 设 如 一 (pp pr) 且 
r《porp4) 二 思 , 我 们 证 明 rCpi,pr,**1P) 芝 p。 

设 K, 一 了 Fi 已 狼 … 田 到 县 二 ,的 任意 个 因子 的 分 解 , 且 H 一 下 全 
命 下 图 忆 -1 所 以 KK 二 里 国 忆 .由 于 rlporps) = p, 故 KC 下 或 者 
大， Ci 如 果 KK;, 生 Fy 则 Ks 守 开 , 设 Vo 为 二 中 po 个 两 两 相互 令 接 的 顶点 
集 , 且 六 ;二 (Vor(l 芝 i 入 4 一 1), 因 为 H 二 下 狼人 鱼 … 儿 局 -1, 从 而 K， 
二 户 , 狼 所 ,全 … 图 所 -1。 由 归纳 假设 可 得 存在 1 三 i 三 * 一 1 使得 K, 守 
FP EF,, 

从 而 对 于 KK 的 任意 上 个 因子 的 分 解 天 一 Fi 狼 了 狼 … 儿 本 ,存在 1 达 
| 

已 经 知道 r(3,3,3) 二 17, 但 在 一 般 情况 下 ,Cu 之 2 除了 
上 一 节 提 到 的 结果 以 外 ,还 没有 得 到 其 它 非 平 凡 值 。 也 许 令 人 感到 有 些 奇 怪 的 
蚌 当 Gl 三 i 志和 不 是 完全 图 时 ,对 于 rtGi,G4,……1G) 的 计算 却 有 一 个 相当 
成 功 的 例子 。 

在 这 个 方向 上 ,Chvatal 得 到 了 一 个 最 有 趣 的 结果 一 一 确定 了 Ramsey 数 
r(T- ,KK.), 其 中 人 T。 是 阶 为 徊 的 任 起 树 . 这 个 很 出 色 的 结果 却 有 一 个 相当 简单 
的 证 明 。 

定理 8. 10(Chvhtal) ”如 果 T。 是 任意 一 个 加 (mx 之 1) 阶 树 且 n 为 正 整 数 ， 
那么 

r(T- ,KJ 一 1 十 (四 一 1) 人 一 1)。 

证 明 当 姑 一 1 或 一 1 时 ,容易 验证 r(T。, 天 JJ) 一 1 一 1 十 (一 1) 
《n 一 1)。 因此 可 以 假设 mw 宇 2 且 nx 之 2. 设 图 全 tn 一 DK。1, 因 为 的 每 
个 分 支 的 阶 为 办 一 1, 所 以 下 不 包含 T- 作为 子 图 . 另 一 方面 ,完全 人 一 1)- 部 
图 下 宇 K。1.m_1.…n-, 也 不 含 子 图 KK,, 所 以 rT。,KD) 之 1 十 (m 一 1)(n 一 1)。 

设 下 是 阶 为 1 十 Cm 一 1)(n 一 1) 的 任意 一 个 图 ,下 面 证 明 ;7。 导 上 或 
KK. CF, 即 r《T. ,KK.) 之 1 十 《xm 一 1)(n 一 1), 从 而 完成 定理 的 证 明 。 如 果 上 大、 
不 是 下 的 子 图 ,那么 A(F) 之 n 一 1。 由 于 下 的 阶 为 1 十 (m 一 1)tn 一 1) 且 
BLF) < 一 1, 故 XP) 之 严 ( 见 第 7.1 节 练习 1), 设 妃 是 三 的 临界 略 - 色 子 图 ， 
由 推 纶 7.1b,6CH) 之 严 一 1 根据 定理 3.6 可 得 了 T- C 鼠 , 故 7 了- CC 和 国 

在 大 多 数 情 况 下 ,对 于 不 之 3, 确 定 Ramaey 数 r(G,G:,…,G,) 的 证 明 都 
是 相当 困难 的 ,只 有 很 少 几 类 取得 了 某 些 实质 性 的 进展 .在 这 方面 可 以 作为 一 
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个 例子 的 是 由 Barr 和 Roberts 得 到 的 一 个 结果 :如 果 对 于 任意 1 硅 i 和 上 (4 之 
2)4G; Ki 则 


r(Kia is Kia 一 Eo —D+8, 


其 中 + 为 (#11 筷 i 忆 上 中 侦 数 的 个 数 ， 且 当 :是 正 俩 数 时 双 二 1, 和 否则 6= 2， 
特别 在 上 一 2 时 可 得 : 
KR) 十 z 一 1 如 首 和 ?2 二 个 都 是 偶数 
mm 十 nn 否则 。 

设 给 定 图 G ,GeC 直 之 2), 则 广义 Ramsey 定理 可 以 措 述 为 :如 果 @G 
是 阶 充分 大 的 完全 图 ,那么 对 G 的 任意 上 个 因子 的 分 解 G= Fi 人 BF 多" 图 
FF,, 存 在 1 达 i 福全 得 Gi 守 所 ,由 此 ,可 提出 下 面 的 定义 ; 设 给 定 图 G,G,,G,， 
GE 之 2) ,如果 对 忆 的 任意 个 因子 的 分 解 G 一 Fi 中 F 田 … 儿 Fi, 存 
在 1 达 i 坊 上 ,使 得 G 己 FF, 则 称 G 措 向 G1,GaoGss 记 为 G > (Gi,Gsnn'， 
上 3 注意 ,在 这 里 G 可 以 不 是 完全 图 )。 那 么 自然 存在 问题 ,对 已 知 图 G1,G;， 
…C, 确 定 图 C 使 得 G 一 (GGG)， 

不 过 ,一 般 说 来 ,这 个 问题 是 极其 困难 的 ,只 是 在 少数 特殊 情况 下 ,上 面 所 
到 的 同 题 已 经 解决 .自然 最 受 人 注意 的 是 在 二 2 时 ,如 果 已 知 图 G, 和 G:, 且 
GG 一 (G1,G4) ,那么 图 G 可 能 具有 什么 样 的 性 质 , 例 如 ,如 果 G 一 CK。, 开 .) Cm， 
mn 之 2) ,那么 最 然 sa(G) 之 min{m,n}) ,并 且 也 容易 得 到 避 的 阶 至 少 是 (m,n)， 
即 如 果 是 G 一 CK ,天 .)，, 那 么 p(G) 之 rtm,n) .BarryErdae 和 Lovész 证 明了 
在 色 教 中 类 似 的 结果 也 成 立 。 

定理 8.11 对 于 任意 正 整 数 记 和 = 如果 CG 一 ( 兵 -, 天 ,) ,那么 X(G) 之 
7 

证 明 ”这 个 结果 在 m 二 1 或 4 二 1 时 ,显然 成 立 ,因此 可 以 假设 w 宇 2 且 
zn 之 2, 故 r= 二 rlm,n) 之 2。 利 用 反 证 法 ,假设 XCG) 达 r 一 1. 因 为 ptG) 之 r， 
故 存在 G 的 一 个 Cr 一 1)- 染色 使 得 颜色 类 为 DU, ,Usd，… ,UU,-,， 

由 > = rlmon) 的 定义 ,存在 K,1 的 一 个 因子 分 解 玉 ,= FF 维 , 使 得 
天 -所 中 且 天 ,全 局 , 设 天 -的 顶点 集 V(R) 一 fv D1}。 

因为 (1 达 i 芝 7 一 内 为 G 的 独立 集 , 所 以 对 于 任意 ee E EC(G), 存 在 1 
三 j<h<r 一 1,w EU 及 ws EE Us 使 得 e 二 ww 从 而 可 定义 G 的 因子 分 解 
G= G 巾 G 使 得 区 (G) 一 wmlw € Ua EU vw € Fi = 1,2). 

假设 天 -三 G,, 因 此 Ci 包 售 了 舌 个 相互 邻接 的 项 点 zu yo ,wns 且 存 在 
不 同 的 硕 色 类 UU; ,0 ，,…,Ui 使 得 对 任意 i 二 1,2,"… ,nwtwj EU .由 ECG1) 的 
构造 方法 可 得 ({o ,0,01,))r 实 必 。, 这 是 不 可 能 的 ,因此 KK。 生 G,。 类 似 可 
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得 KK. 先 Gi, 故 G- 帮 K. ,KK.), 这 是 一 个 政 盾 , 因 此 XCG) 之 r, 从 而 完成 了 证 
明 . 莉 

推论 8 11 对 任意 正 整 数 mw 和 ,如 果 G 一 (天 -, 开 那么 949) 之 
gCK,) ,其 中 + 一 rbm,n)。 

对 任意 图 Gl 和 Gs, 如 果 G 一 (G4,G2) ;那么 plG) 之 7, 其 中 7 = 二 (G1,G2)， 


不 过 ,一 般 说 来 X(G) 之 7 或 4(G) 之 | | 是 不 正确 的 。 


蝶 习 


1 证 明 ,r(3,3,3) 之 17。 

2. 证 明 : 对 于 纤 惠 给 定 图 GiGi Gt 之 2) 7(GiGanG Ks) 一 
r(G Ga GG) 

3. 证明: 对 于 任 过 正 吏 数 ns ont 之 2) ,7CK Ks Kas.) 一 
1 十 《rr 一 1)(m 一 1), 其 中 T。 是 任 章 一 个 mbm 之 1) 阶 树 且 r 二 rlnirnar"*， 
He), 

4, 设 m(m 之 3) 和 n(n 之 1) 是 整数 ,证 明 ， 

CK = 如 十 1 如 果 现 是 亲 数 且 m 之 24 十 1 
更 如 果 芭 之 2n。 

注意 1 上 述 结果 中 不 包括 吉 是 偶数 且 sm 过 24 的 情况 。 

5. 设 Gl 是 最 大 分 支 的 阶 为 亚 的 图 ,并 设 Cs 是 满足 XCGs) 二 的 图 ,证 明 : 
rf(GuCc) 之 1 十 (一 1)(2 一 1)。 

6. 证 明 :如 时 图 C,G 和 Ga 满足 @G 一 (GCC ,那么 p(G) 宇 rCG GD)， 

7. 证 明 推论 8,11。 


9 ”有 向 图 


迄今 为 止 , 我 们 所 说 的 图 和 由 它 所 描述 的 关系 都 是 对 称 关 系 ,但 在 现实 生 
活 中 存在 许多 关系 不 是 对 称 的 .如 认识 关系 , 甲 认 识 乙 ,并 不 意 际 着 乙 也 认识 
甲 .又 如 一 项 工程 中 工序 之 间 存 在 先后 关系 ;比赛 中 的 胜 负 关 系 等 .现在 从 这 
些 不 对 称 的 关系 中 抽象 出 有 向 图 的 概 含 , 并 建立 相关 理论 ,这 些 理论 中 不 少 是 
和 一 般 图 的 理论 可 平行 建立 的 。 


w 


9.1 有 向 图 的 概念 


由 有 限 的 非 空 元 素 集 和 它 的 不 同 元 素 的 有 
序 对 集 ( 可 能 是 空 集 ) 组 成 的 结构 称 为 有 向 图 , 记 
为 D, 有限 非 空 元 素 集 称 为 局 的 顶点 集 , 记 为 * " 
VD) ,VD) 中 的 元 素 称 为 卫 的 顶点 , 且 不 同 顶 。 图 9.1 一 个 有 向 图 
点 的 有 序 对 集 称 为 忆 的 弧 集 , 记 为 4(D). 图 9.1 
表示 V(D) = {usv,w} 和 ACD) 二 {Cutw),《wsu), (u,v)} 的 有 向 图 . 当 有 向 
图 用 画图 的 方式 来 表示 时 ,每 条 驱 的 方向 就 由 箭头 来 指定 。 

在 寺 论 有 向 图 时 ,使 用 的 术语 完全 可 以 类 似 于 图 中 所 使 用 的 术语 .有 向 图 
了 的 顶点 入 的 基 歼 称 为 刀 的 阶 , 用 pCD) 表示 : 弧 集 的 基数 称 为 马 的 大 小 ,用 
4(D) 来 表示 ,简单 地 就 把 它们 分 别 记 为 p 和 9g. 故 (p,9) 有 向 图 就 是 有 个 顶 
点 9 条 强 的 有 向 图 .如 a 二 (u,v) 是 有 向 图 忆 的 一 条 弧 ,那么 浆 a 是 连接 «到 
的 ,更 确切 怨 , 可 称 4 是 从 «关联 到 vw, 而 是 关联 到 4 的 ,wv 是 队 a 关 联 的 , 另 
外 , 称 z 是 邻接 到 v, 而 是 从 x 邻接 的 .在 图 9. 1 中 的 有 向 图 ,顶点 “邻接 到 顶 
点 v, 但 v 不 邻接 到 和 。 有 向 图 喇 中 顶点 和 是 不 邻接 的 ,如 果 u 既 不 邻接 到 
,也 不 从 vw 郭 接 。 

有 向 图 忆 的 顶点 "的 出 度 od(o) 是 品 中 从 wv 邻接 的 顶点 个 数 ,v 的 入 度 
记 (o) 是 吕 中 邻接 到 的 顶点 个 数 ,D 的 顶点 4 的 度 deg(o) 定义 为 

deg(s) = od(v) + id(v), 
在 图 9.1 中 ,有 向 图 个 有 oad) = 2,idGa) 一 1,0d(w) = 1,id(w) = 1， 
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id(u) = 1,0d(v) 一 0, 而 deg(x) = 3,deg(w) 二 2 且 deg(v) = 1。 现 在 我 们 提 
出 “有 向 图 论 第 一 定理 ”。 
定理 9.1 如 果品 是 (p,9) 有 向 图 且 VCD) = {vwvar"*,v,} ,那么 


Doe = Pia =4. 


设 疡 和 了 为 两 个 有 向 图 ， 如 果 存 在 一 一 对 应 和 VD -> VCD,) 使 得 对 
任意 u,v EVCD) ,uswv) E ACD,) 当 有 仅 当 (p(w) ,$v)》E A(Ds), 则 称 有 向 
图 记 Di 与 D, 同 构 , 记 为 D, 全 DD,, 且 称 $ 为 同 绝 肌 射 :有 向 图 集 上 的 同 钓 关系 是 
一 个 等 价 关系 , 同 匆 关系 把 有 向 图 集 分 成 等 价 类 ,两 个 有 向 图 是 不 同 沟 的 当 且 
仅 当 它们 属于 不 同 的 等 价 类 。 从 同 宰 的 观点 看 ,只 有 唯一 的 (1,0) 有 向 图 是 平 
凡 有 向 图 .同样 ,也 只 有 唯一 的 (2,0), (2,1),(2,2) 有 向 图 .有 四 个 (3,3) 有 向 
图 ,图 9.2 表示 了 这 些 有 向 图 。 

如 果 两 个 有 向 图 


D, 和 疡 满足 VD 三 
VDs) 县 4(D) 皇 
ACD:)， 则 称 D1 是 DD， 
的 有 向 子 图 , 记 为 DD 守 
DDi, 如 果品 和 DD 是 有 向 
图 ,而 且 存 在 媚 的 有 向 
子 图 D; 使 得 DD, 兰 D;,， 
那么 六 也 称 为 刀 的 有 
向 子 图 . 设 有 向 图 DD, 是 
有 向 图 忆 的 有 向 子 图 ， 
如 果 DD 满足 1vCDD1 < 1FCD)1 或 者 1ACDD1 < 145D)1, 则 称 症 为 万 的 
有 向 真子 图 , 记 为 DC DD; 如 果 [VDD1 = IVCD)|, 则 称 DD 为 DD 的 有 向 生 
成 子 图 ， 
如 果品 是 非 平凡 有 向 图 且 v EE Y(D) ,那么 忆 一 "是 从 石 中 删除 顶点 和 
所 有 从 vv 关联 的 ,或 者 关联 到 v 的 所 有 绝 以 后 得 到 的 口 的 有 向 子 图 .如 果 a 七 
有 CD) ,那么 D 一 a 是 从 口中 删除 练 a 得 到 的 品 的 有 向 子 图 .对 于 有 向 图 口 的 
顶点 于 集 S 和 弧 了 于 和 集 工 ,可 类 似 地 定义 呈 的 有 向 子 图 PD 一 S 和 DD 一 TT。 
如 果品 是 有 向 图 wv EVD) 天 pm 且 (ea) 专 A(DD) ,那么 有 向 图 也 十 
ala 二 (u,v)) 为 向 口 添加 强 a 得 到 的 有 向 图 。 
如 果 局 是 有 向 图 吃 的 非 空 顶点 于 集 ,那么 由 U 导出 的 口 的 有 向 子 图 (7) 
定义 为 ,顶点 集 为 U 且 张 集 是 吕 中 所 有 连接 UU 中 两 个 顶点 的 弛 。, 对 于 VCD) 的 


图 9.2 (3,3) 有 向 图 
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某 个 子 集 加 ,车 D, 衬 (UU), 则 称 D, 也 是 DD 的 有 向 导出 子 图 , 记 为 D, 天 厂 . 如 
果 忆 是 4() 的 非 空子 佘 ,那么 由 已 导出 的 有 向 子 图 定义 为 ; 弧 集 是 己 , 且 顶点 
集 是 由 至 少 与 下 中 一 条 弛 关联 的 这 些 口 的 顶点 组 成 的 项 点子 集 , 记 为 (F). 同 
图 一 样 , 有 向 图 局 的 每 个 顶点 导出 子 图 都 能 够 通过 从 DD 中 删 去 顶点 而 得 到 ， 
而 也 的 每 个 有 向 子 图 都 能 够 通过 删 去 DD 的 顶点 和 纪 来 产生 .对 于 有 向 图 品 的 
这 些 概 念 ,我 们 能 用 图 9. 3 来 说 明 . 这 里 ,Y(DD) 一 {ov5ov906}U 二 {v1 402 
FF= {v0), (vr))}, 


Dp (vy 《FF 


图 9.3 呈 的 导出 有 向 子 攻 和 到 导 出 有 向 子 图 

下 面 提 到 的 一 些 比较 典型 的 有 向 图 在 以 后 的 讨论 中 经 常 出 现 . 设 局 为 有 
向 图 ,如 果 对 任意 (wo) € 4(D), 有 (ww) E 4(), 则 称 有 向 图 九 是 对 称 的 。 
实际 上 , 对称 有 向 图 集 和 图 集 之 间 存 在 本 质 上 的 一 一 对 应 关系 ,如 果 对 任意 
tv) E ALD), 有 (Cv,w) 所 4A(D), 则 称 有 向 图 吃 是 定向 图 . 设 G 是 任意 图 ,如 
果 对 图 的 每 条 边 指 定 一 个 方向 ,那么 避 就 成 为 有 向 图 了 ,的 每 条 边 就 成 为 
局 的 弧 ,而 且 刀 是 定向 图 ,此 时 , 称 刀 是 @ 的 定向 ,图 9.4 中 有 向 图 呈 是 对 称 
的 ,而 有 向 图 叫 是 定向 图 ,DD, 既 不 是 对 称 有 向 图 ,也 不 是 定向 图 . 


图 9.4 对 称 有 向 图 和 定向 图 
如 果 有 向 图 马 满足 :对 DD 的 任意 wv E Y(D)(u 了 0), 或 者 (uiv) E 
ACD) ,或 者 (az E 4ALD) ,或 者 (uv) ,Cvsw) E 4(D)，, 即 这 两 条 弧 中 至 少 有 
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一 条 是 属于 DD 的 , 则 称 DD 为 有 向 完全 图 ,p 阶 完全 对 称 有 向 图 用 KK; 表示 ,显然 
14CK;)| 一 (pp 一 上 ,而 对 天 ; 的 每 个 顶点 v,odlv) 一 idtv) 一 p 一 1, 图 9.5 
给 出 有 向 图 KK? ,K; ,Ki 和 KK? 。 


i 


Kt 


图 9.5 完全 对 称 有 向 图 
完全 定向 图 称 为 竞赛 图 ,对 于 竞赛 图 以 后 还 将 讨论 。 
如 果 对 有 向 图 五 中 的 每 个 顶点 wodto) = idtv) =7, 则 称 DD 为 7 度 正则 
的 或 r- 正则 的 .有 向 图 K; 是 tp 一 1)- 正 则 的 ,图 9.6 表 示 的 是 1- 正则 有 向 图 
DD 和 2- 正则 有 向 图 D,; 而 Ds 又 是 一 个 竞赛 图 。 


54 


图 9.6 正则 有 向 图 
设 呈 是 有 向 图 ,如 果 枸 造 图 G 满 足 ,VtG) = VCD) 且 ECG) 一 {uv|(wrv) 
E ALD) 或 者 (vru) E ACLD)}, 称 图 为 有 向 图 忆 的 基础 图 ,图 9.7 表示 的 是 
图 9. 1 中 的 有 向 图 的 基础 图 。 


他 w 
u v u 也 


图 9.7 有 向 图 和 它 的 基础 图 
在 图 中 所 讨论 的 途径 , 迹 、 路 ,回路 和 图 的 概念 都 可 类 似 地 推广 到 有 向 图 ， 
主要 的 区 别 在 于 有 向 图 的 一 条 途径 中 (从 而 在 一 条 迹 、 路 ,回路 和 图 中 ; 必须 
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指出 线 的 方向 ,如 果 外 是 中 中 从 w 到 的 一 条 有 向 途径 ,那么 W 是 从 顶点 开 
始 , 在 项 点 "结束 的 有 限 项 点 和 纪 交 埋 序 列 
W = wattiadraa ns 
其 中 ju = 二 &yu 二 vv 且 对 任意 1 世 i 达 nva; 二 (wi-11wi), 就 象 与 图 中 途径 一 样 ， 
只 要 排 定 了 途径 中 的 顶点 , 则 弛 就 是 确定 的 ,从 而 可 以 将 有 向 途 色 W 简 记 为 
克 = omits**rtuns 并 且 数 nn 称 为 途径 的 长 度 .关于 有 向 图 中 平凡 途径 、 相 阿 途 
径 . 开 或 者 闭 途 径 以 及 迹 , 路 ,回路 和 图 的 概念 都 可 类 似 定义 。 仅 对 有 向 图 的 术 
诸 是 所 谓 “ 半 途径 ". 叫 中 一 条 2 一 " 半途 径 是 从 开始 到 "结束 的 有 限 的 顶点 
和 弧 交 普 序 列 
Wad ti datirdy "lar 

其 中 ;wo 二 www 二 v 且 对 任意 1 莹 i 入 nal 二 (uw-iow) 或 者 41 二 (ust_1)。 
如 果 顶 点 wu,us,… ous 是 互 不 相同 的 ,那么 就 称 u-o 半 途径 为 x 一 v 半 路 :如果 
to 二 tnln 之 3), 且 顶点 iowa,… ot 是 互 不 相同 的 , 则 称 这 个 半路 为 半 轿 ， 

设 口 为 有 向 图 ,如 果 对 任意 w,o E VCD), Cu 关 v),D 中 存在 uw 一 vo 半路 
(当然 ,如 果品 中 存在 «一 o 半路, 则 DD 中 也 有 -一 « 半路), 则 称 有 向 图 D 是 连 
通 的 或 弱 连 通 的 ,由 有 向 图 的 连通 定义 可 知 有 向 图 D 是 连通 的 等 价 于 书 的 基 
础 图 是 连通 的 。 

设 和 vw 是 有 向 图 DD 的 任意 两 个 不 同 的 顶点 ,如 果 DD 中 存在 从 w 到 v 的 
有 向 路 ,那么 称 可 从 w 到 达 vi 如 果 在 局 中 既 可 从 # 到 达 v, 也 可 从 到 这 w, 则 
称 顶 点 «和 w 是 强 连通 的 . 强 连通 关系 是 有 向 图 也 的 顶点 集 V(D) 上 的 等 价 关 
系 - 设 由 强 连通 关系 确定 的 等 价 类 为 :Vi ,Va,",V-, 那 么 DD 的 导出 有 向 子 图 
(7,)，(VY2)，，…(V-) 称 为 吕 的 强 连 通 分 支 (图 9. 8 给 出 了 一 个 有 向 图 以 及 它 
的 四 个 强 连通 分 支 )1 如 果 所 一 L, 则 称 呈 是 强 连 通 的 .显然 有 向 图 强 连 通 的 充 
要 条 件 是 忆 的 任何 两 个 顶点 zx 和 vw 是 强 连 通 的 。 

假设 某 公 路 网 络 连接 若干 城镇 , 旦 每 条 公路 都 是 单 向 行驶 的 公路 (如 某 条 
公路 可 双向 行驶 的 , 则 可 视 为 两 条 反 向 的 单 向 行驶 的 公路 ), 设 由 公路 网 络 对 
应 的 有 向 图 为 D, 如 果 D 是 强 连通 的 , 则 从 任意 一 个 城镇 出 发 ,按照 规定 行驶 
方向 ,可 以 驾车 到 达 任何 其 它 的 城镇 , 紧 然 , 单 向 行驶 的 公路 网 应 当 是 强 连 通 
的 ,否则 这 个 公路 网 “实质 上 ”是 不 连通 的 .一 个 自然 的 问题 是 ;什么 情况 下 才 
能 对 给 定 的 公路 网 规定 其 单行 方向 使 得 从 任何 一 个 城镇 出 发 ,严格 按照 规定 
的 单行 方向 行驶 ,可 以 到 达 任 意 的 其 它 城镇 ?如 果 用 图 论 的 语言 这 个 问题 就 可 
和 氢 述 为 : 设 公路 网 对 应 的 图 为 G, 在 什么 情况 下 存在 G 的 定向 忆 使 得 有 向 图 书 
是 强 过 通 的 ? 

如 果 存 在 图 G 的 一 个 定向 能 够 产生 一 个 强 连 通 有 向 图 , 则 称 G 是 可 强 连 
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(a) 有 向 图 万 {b) DD 的 四 个 强 连通 分 支 


图 94.8 有 向 图 和 它 的 强 连 通 分 支 
遥 定 向 的 ,或 图 G 存 在 强 连 通 定向 .并 非 每 个 图 都 是 可 强 连通 定向 的 ,例如 :如 
果 G 有 桥 , 则 G 就 不 存在 强 连 通 定 向 ,定理 9.2 给 出 了 图 G 存 在 强 连 通 定向 的 
充 要 条 件 。 

定理 9.2 设 G 是 连通 图 , 则 G 存在 强 连通 定向 当 且 仅 当 G 是 无 桥 的 。 

证 明 如果 G 中 存在 桥 。 = wv, 那么 无 论 把 < 的 方向 规定 为 (u,v) 或 者 
Cvs) , 则 忆 的 定向 号 中 不 存在 从 v 到 u(tusv) € 4(D)) 或 者 从 4 到 vt(w,w) 
€ 4(D)) 的 有 向 路 ,所 以 ,如 果 G 包含 桥 , 则 G 就 不 存在 强 连 通 定向 。 

设 G 是 无 桥 的 , 故 @ 的 每 条 边 都 在 号 的 某 个 团 上 , 任 取 避 中 的 圈 C, 同 时 
任意 规定 C 的 一 个 搞 行 方向 ,C 中 的 每 条 边 都 按 所 规定 的 绕 行 方向 来 定向 , 定 
向 后 的 C 显然 是 强 连 通 的 .假设 G。 是 CG 的 所 有 子 图 中 存在 强 连 通 定向 且 边 数 
最 多 的 子 图 , 记 D, 为 Ge 的 强 连通 定向 如果 Go 兰 C, 则 G 存 在 强 过 通 定向 , 定 
理 成 立 。 

假设 G。 关 .因为 G 是 连通 图 ,所 以 存在 < = wv € E(G)/E(G。) 使 得 zx 
V(Go) .又 因为 e 不 是 的 桥 , 所 以 存在 避 的 圈 忆 包含 e。 

如 果 V(C) 从 VCGo) = {w} , 则 任意 选择 C 的 缔 行 方向 , 且 对 ECC) 中 的 所 
有 边 按 选 定 的 绕 行 方 向 定向 。 由 此 得 到 G 的 子 图 G, = 《(E(G。) U ECC)) 以 及 
Gi 的 定向 D,。 对 任意 zy E Y(G) ,如果 z,y EV(C) 或 者 zx,? EV(Go), 则 
王 和 yy 是 强 连 通 的 1 如果 x €E VC) 且 ?EY(G), 则 由 “和 = 在 定向 后 的 C 中 
是 强 连 通 的 且 * 和 ?在 D, 中 也 是 强 连通 的 ,所 以 = 和? 在 中 是 强 连 通 的 ， 
即 C, 是 上 的 存在 强 连 通 定向 的 子 图 ,与 Ge 的 取 法 矛盾 。 

如 果 Y(C) 间 VCGo) 关 {wz}, 则 存在 C 中 包含 e 且 与 VCG,) 内 不 交 的 4 一 
子路 已 使 得 YCP) 由 V CG 一 (4,z)。, 对 P 按 照 从 # 到 工 的 方向 定向 ,由 于 DD。 
中 存在 x 一 有 向 路 ,所 以 ECP) UECG。)) 是 己 的 存在 强 连通 定向 的 子 图 ,与 
G, 的 取 法 矛盾 ,加 
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练习 


1. 确定 全 部 互 不 同 构 的 (4,4) 有 向 图 。 

2. 证 明 或 否定 ,对 每 个 整数 pp 之 2, 存 在 pp 阶 有 向 图 也 使 得 对 中 的 任意 不 
同 的 顶点 z 和 wrodlu) 关 i(v)。 

3. 证 明 或 否定 :不 存在 包含 痛 出 度 顶 点 的 个 数 为 背 数 或 背 入 度 顶 点 的 个 
数 为 奇数 的 有 向 图 。 

4. 设 有 向 图 DD 的 项 点 集 VCD) 一 {04102,…10,}, 则 定义 D 的 邻接 红 侨 
ACD) 一 [av]oxo 其 中 
和 车 (ppm € ACD) 
”lo 其 它 。 

(Ca) 有 向 图 铺 接 矩阵 的 行 和 以 及 列 和 说 明了 什么 ? 

《b) 说 明 矩 阵 是 有 向 图 的 邻接 矩阵 的 特征 ， 

5. 设 DD 是 Cp,9) 有 向 图 ,证 明 : 

(a) 如 果品 是 连通 的 , 则 p 一 1 入 9 攻 plp 一。 

4b) 如 果 也 是 强 连 通 的 , 则 Pp 之 gq 夺 plp 一 1)。 

6. 证 明 1 对 任何 图 G 存在 定向 使 得 定向 后 的 图 中 的 每 个 有 向 图 的 长 不 超 
过 ACG) (提示 :由 XX(G) 之 A(G) 十 1)， 

7. 设 品 是非 平凡 有 向 图 ,证 明 :是 强 连 通 的 充分 必要 条 件 是 对 VCD) 的 
任何 非 空 真子 集 S, 既 有 从 3 到 了 的 弛 , 也 有 从 了 3 到 S 的 强 。 
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有 向 树 是 基础 图 为 树 的 定向 图 .如 果 有 向 树 7 中 存在 某 个 顶点 r 使 得 对 
工 的 每 个 硕 点 v,T 中 存在 r 一 wv 有 向 路 , 则 称 了 为 有 根 树 , 且 称 ~ 为 了 的 根 。 因 
此 如 果 工 是 根 为 + 的 有 根 树 , 则 对 任意 v EVCT)/{r},T 中 不 存在 * 一 "有 向 
路 , 故 idlr) 二 0 且 idtv) = 1. 图 9.9 表示 了 有 向 无 根 树 T: 和 有 向 有 根 树 
TA( 根 为 7)。 

通常 在 画 有 根 树 了 时 ,把 根 放 在 贷 喘 与 根 邻 楼 的 了 的 顶点 放 在 根 的 下 一 
层 1 与 这 些 顶 点 邻接 的 顶点 放 在 义 下 一 层 , 如 此 等 等 .这 样 图 9. 9 中 的 有 根 树 
T: 重新 被 画 成 图 9 10C@) ,事实 上 , 由 于 绝 的 全 部 方向 都 向 下 ,所 以 我 们 可 省 
去 全 部 箭头 画 成 图 9. 10(b)。 另 外 ,必须 指出 图 9. 10(b) 代表 有 根 树 (一 种 有 向 
树 ) ,而 不 是 无 向 图 中 的 树 。 

如 果 了 是 要 为 的 有 根 树 且 ” 是 并 的 项 点 ,那么 p 的 县 数 就 是 了 中 唯一 
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r 


图 9 有 蛋 树 Ts 和 有 向 无 根 树 了 ， 

的 有 向 r -vu 路 的 长 度 工 的 顶点 层 炒 的 最 大 值 称 为 树 工 的 高 度 , 并 用 A(T) 表 
示 对 于 图 9.10 中 的 有 根 树 Ti, 根 r 在 0 层 ,顶点 xvww 和 ?在 第 层 , 而 项 
点 toz 和 >= 在 第 二 层 , 且 AT;) 一 2。 

在 研究 有 根 树 时 ,常常 要 使 用 某 些 相当 形象 性 的 术语 , 设 工 是 根 为 "的 有 
根 树 , 对 任何 顶点 vt 关 r) sv 的 父亲 就 是 邻接 到 vv 的 唯一 顶点 4, 反 过 来 vu 是 
4 的 LL 子 ,具有 同样 父亲 的 两 个 项 点 称 为 兄弟 ,在 图 9.10 的 有 根 树 中 ,y 是 x 的 
父亲 ,而 且 ,z 是 y 的 L 子 , 且 工 和 z 是 兄弟 

在 有 根 树 中 ,没有 儿子 的 项 点 出 度 为 ) 称 为 叶子 ,而 其 它 项 点 (有 儿子 
的 顶点 ) 称 为 内 部 项 点 -图 9. 10 中 的 有 根 树 有 “个 叶子 和 3 个 内 部 顶点 


图 9.。 有 根 树 
在 有 根 树 的 许多 应 用 中 ,一 般 对 顶点 有 多 少儿 子 要 进行 限制 .如 果 有 根 树 
工 的 每 个 顶点 至 多 有 个 儿子 且 至 少 存在 一 个 顶点 有 ## 个 儿子 , 则 称 工 为 
玉树 1: 如果 有 根 树 工 的 每 个 内 部 顶点 都 有 个 上 L 子 , 则 称 了 为 完全 叉 树 .如 
果 有 根 树 了 的 每 个 顶点 的 儿子 是 有 序 的 (如 第 ”个 儿子 ,第 二 个 世子, 等 等 )， 
则 称 了 是 有 序 的 或 者 T 是 有 序 树 .在 有 序 树 的 画 法 中 ,规定 儿子 按照 顺序 从 左 
到 右 排列 
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在 图 9. 11 中 有 根 树 7 是 完全 3- 叉 树 , 而 T 是 3 叉 竺 ,不 是 完全 3- 叉 树 ， 
有 根 树 了 和 了 是 完全 2 玉树 作为 有 序 树 它们 是 不 相等 的 ,因为 工 . 中 忆 是 
4 的 第 “个 - 子 , 而 在 和 中 必 是 :的 第 一 个 必 子 ,作为 无 序 树 , 它 们 应 该 看 作 是 


相等 的 


个、 
下 人 人 歼 
本 水 不 pa 


x A KX 


图 9.11 有 了 序 和 无 序 a- 丸 料 
下 面 的 结果 给 我 们 提供 了 涉及 到 完全 =*- 又 树 的 阶 和 内 部 项 点 个 数 的 基 
本 公式 
定理 9 3 ”有 逢 个 内 部 顶点 的 完全 * 又 树 下 的 阶 为 6 nm 
证 明 ”因为 每 个 内 部 硕 点 有 个 儿子 且 每 和 必 子 只 有 个 父亲 , 故 在 人 
中 恰好 有 mm 个 儿子 .因为 只 有 根 不 是 儿子 ,从 而 p nm 十 1 加 
推论 9.3 ”有 普 个 内 部 顶点 的 完全 2- 丸 树 有 2m 1 个 顶点 , 且 有 光 
1 个 叶子 
证 明 ”由 定理 9.3,T 的 阶 为 2m 十 1 ,因为 工 的 每 个 顶 点 或 者 是 内 部 顶点 
或 者 是 叶子 ,所 以 有 mn。 1 个 叶子 , 国 
现在 我 们 给 出 2- 丸 树 中 阶 和 高 之 间 的 关系 。 
定理 9.4。 如 果 工 是 高 为 4 的 pp 阶 2- 丸 竺 , 则 
(i 
证 明 。 设 (0 三 三 有 ) 是 全 中 第 层 的 顶点 个 数 , 则 3);_,p 一 了 又 
因为 1 达 p 达 2, 从 而 
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大 十 1 一 Siz Tp»z Tm, 
导出 了 所 需 的 结果 ,图 
如 果 有 根 树 了 的 高 为 上 且 每 个 叶子 在 上 层 或 上 一 1 层 , 则 称 工 是 平衡 的 。 
图 9. 12 表 示 了 两 个 完全 2- 叉 树 , 第 一 个 是 平衡 的 ,而 第 二 个 是 不 平衡 的 。 
下 面 我 们 给 出 定理 9.4 的 一 个 简单 推论 。 


图 9.12 平 竺 和 不 平衡 完全 2- 允 树 
推论 9.4 ”如果 了 是 2- 又 树 , 高 为 天 且 阶 为 ,那么 
p+1 
4[iog( 三 1] 
如 果 是 平衡 完全 2- 叉 树 , 则 
十 1 
4 一 ioe:[ 1. 

证 明 设 人 是 高 为 且 阶 为 p 的 2- 叉 树 ,由 定理 9.4,p 世 2+' 一 1 或 
2 之 (十 1)/2, 故 大 袜 log:[( 因 十 1)/2], 如 果 了 是 平衡 完全 2- 闵 树 , 故 有 户 
之 2 一 1 所 以 ZZ 一 1 之 p 达 21 一 1, 从 而 

+ <e 和 lez, 


所 以 蛋 一 1 之 logsftp 十 4/2j 达 hh, 这 意味 着 二 Tlog:fCp 十 1)/211, 独 
2- 六 树 的 一 个 应 用 就 是 在 几 个 选手 或 几 组 选手 中 ,安排 一 个 淘 汐 赛 的 比 
赛程 序 .例如 ,假设 有 13 个 选手 争夺 网 球 和 冠军 ,那么 一 个 比赛 程序 就 能 用 13 
个 叶子 的 任何 一 个 完全 2- 又 树 来 表示 使 得 每 位 选手 对 应 一 个 叶子 ,由 推论 
9. 3, 这 个 完全 2- 又 树 有 12 个 内 部 项 点 和 25 阶 。 图 9. 13 表示 这 样 两 个 完全 2- 
又 树 Z, 和 了 :。 在 每 种 情况 下 , 根 < 代表 冠军 . 当 运用 一 个 完全 2- 又 树 来 代表 一 
个 比赛 程序 时 ,我 们 通常 的 画 法 是 把 有 根 树 的 根 放 在 底部 .例如 ,我 们 要 用 这 
种 方式 画图 9. 13 中 的 完全 2- 及 树 了 ,结果 就 如 图 9. 14 所 示 , 标 号 表示 选手 2 
腑 选手 1, 选手 4 胜 选 手 5, 如 此 等 等 ,冠军 就 是 选手 5 和 9 之 则 这 场 比赛 的 胜 
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利 者 。 


图 9.13 有 13 个 叶子 的 两 个 完全 2- 义 树 
在 图 9. 13 的 每 个 完全 2- 灵 树 中 ,p 
二 25, 由 推论 9. 4, 高 点 至 少 是 log:131 一 
4, 所 以 Ah 之 4。. 完 全 2- 又 树 Ti 是 平衡 的 ， 
所 以 A 二 4, 这 意味 着 每 个 选手 为 了 争夺 
冠军 必须 赢 3 场 或 4 场 比 赛 , 另 一 方面 ,T， 
是 不 平衡 的 ,T, 的 高 是 5, 在 这 种 情况 下 1 
号 选手 必须 赢 5 场 比赛 才能 成 为 冠军 ,而 
12 号 选手 就 只 需 赢 3 场 比赛 .人们 在 处 理 
不 平衡 2- 叉 树 时 ,这 种 差异 总 会 产生 ,如 图 9. 14 用 完全 和 入 树 表示 比赛 程序 
果 某 个 选手 需要 赢得 附加 赛 才能 有 资格 成 为 主力 队员 或 者 上 局 和 冠军 可 以 少 参 
加 几 场 比赛 , 则 就 可 以 用 不 平衡 2- 叉 树 表示 比赛 程序 。 
完全 2- 及 有 序 树 又 称 为 2- 分 树 。 有 序 树 要 考虑 顶点 的 位 置 ,我 们 把 这 种 
要 求 叫 做 定位 。 例 如 2- 及 有 序 树 的 每 个 预 点 可 能 在 它 下 面 的 左边 位 置 有 一 个 
儿子 ,或 右边 位 置 有 一 个 儿子 ,或 两 个 位 置 都 有 儿子 ,或 都 没有 儿子 ,这 四 种 情 
况 就 代表 四 种 不 同 的 有 序 树 ,这 样 的 有 序 树 就 叫 定位 有 序 树 .图 9. 15 所 示 的 
是 两 个 相同 的 有 序 树 ,但 是 它们 是 不 同 的 定位 有 序 树 。 
在 2- 及 定位 有 序 树 中 ,每 个 顶点 可 由 二 进 制 数 进行 编码 ,编码 方法 如 下 : 
根 不 编码 ;第 一 层 的 顶点 用 1 位 二 进 制 数 编码 使 得 在 左边 的 儿子 编码 为 0, 而 
在 右边 的 儿子 为 1 第 (* 沁 1) 层 的 顶点 用 位 二 进 制 数 编码 使 得 每 个 顶点 的 
编码 满足 将 它 的 父亲 的 编码 放 在 前 一 1 位 ,最 后 再 根据 它 是 父亲 的 左边 的 
儿子 还 是 右边 的 儿 于 ,在 第 位 放 0 或 者 1. 例 如 ,如 果 第 二 层 有 两 个 硕 点 且 每 
个 顶点 都 有 儿子 , 则 第 三 层 上 的 预 点 , 从 左 到 右 旅 次 编码 为 000,001,010， 
011,100,101,110,111. 图 9. 16 给 出 了 一 个 定位 有 序 树 的 编码 .根据 编码 的 定 
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图 9.15 2- 对 定位 有 序 树 
义 可 知 ,如 果 顶 点 u 的 编码 4 是 顶点 v 的 纺 
码 5 从 头 开始 的 码 段 , 则 顶点 是 顶点 的 a L 
父亲 或 者 是 顶点 的 父亲 的 … 的 父亲 , 同 
时 也 称 a 为 2- 又 定位 有 序 树 的 前 级 码 , 事 1 培 tl 
实 上 ,在 2- 又 定位 有 序 树 中 除根 以 外 ,所 
有 内 部 顶点 的 编码 都 是 这 个 树 的 前 绢 码 。 
不 同 的 2- 又 定位 有 序 树 对 应 不 同 的 前 级 
码 , 它 在 编码 理论 和 程序 理论 中 是 很 重要 图 9.16 
的 工具 。 


练习 


1. 证 明 : 如 果 有 向 树 了 中 存在 某 个 顶点 满足 :id(r) 一 0, 但 对 了 的 其 它 
顶点 wp 天 mvidfz) 一 1, 则 了 是 根 为 > 的 有 根 树 。 

2. 说 明定 理 9.4 给 出 的 结果 是 可 达 的 。 

3 推广 定理 9. 4 的 结果 到 #- 又 村。 

4 证 明 :任意 2- 丸 树 必 有 奇数 个 项 点。 


100 101 


9.3 有 向 Euler 图 和 有 向 Hamilton 


有 向 连通 图 DD 的 有 向 Euler 迹 是 包含 DD 全 部 疲 的 一 条 有 向 开 迹 ;DD 的 一 
条 有 向 Euler 回路 是 一 条 包 舍 了 p 的 全 部 缴 的 有 向 回路 ,包含 有 向 Euler 回路 的 
有 向 图 称 为 有 向 Euler 图 .图 9.17 中 有 向 图 D, 是 有 向 Euler 图 ,而 De 包含 一 
条 有 向 Euler 迹 。 

我 们 现在 提出 有 向 Euler 图 的 一 个 特点 , 它 的 陈述 各 证明 完全 类 似 于 定 
理 4.1， 

定理 9.5 设 DD 是 非 平凡 过 通 有 向 图 ,那么 DD 是 有 向 Euler 图 当 且 仅 当 对 
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D1: Ds: 


图 9.1? 存在 有 向 Euler 回 艇 和 有 向 Euler 这 的 有 向 图 

卫 的 任何 顶点 aod(w) 一 过 (>)。 

借助 于 定理 9. 5 容易 给 出 包含 有 向 Euler 迹 的 有 向 图 的 特点 。 

定 更 9.6 设 呈 是 非 平 凡 连 通 有 向 图 , 则 存在 有 向 Euler 迹 当 有 c 仅 当 刀 
包含 两 个 顶点 “和 使得: 

od(w) =id(w) + 1 有 id(v) 一 od(o 十 1， 

且 对 品 的 任何 其 它 顶 点 ww 关 &,0) ,ad lw) =id(w), 而 且 人 DD 的 有 向 Euler 迹 
是 从 u 到 的 有 向 迹 。 

定理 9.6 也 能 作 如 下 推论 。 

定理 9.7 设 刀 是 连通 有 向 图 且 

>) [fod(z) 一 这 (oz 一 24， 


其 中 1 之 1, 则 存在 4CD) 的 划分 El,E，,… ,上 使 得 对 任意 1 达 i 达 1,(E,) 是 
一 条 有 向 迹 , 还 有 一 个 相应 的 有 趣 结 果 。 

定理 9.8 ” 设 品 是 连通 有 向 图 ,如 果 吕 中 存在 顶点 4 和 vw 使 得 od (wu) = 
id(w) 十 1 且 idtvw) = od(z) 十 4 其 中 人 是 正 整 数 , 但 是 对 DD 的 其 它 顶 点 思 (ww 
关 Wv) wad《w) 二 idQw), 则 了 DD 包含 i 条 弧 不 交 的 wu 一 v 有 向 上 路。 


很 自然 有 向 图 中 也 有 相应 的 有 向 Hamilton 图 的 概念 .有 向 图 称 为 是 有 向 
Hamilton 的 或 者 是 有 向 Hamilton 图 ,如 果 它 存在 一 个 包 售 全 部 顶点 的 有 向 图 
( 即 生 成 国 ) ,而 这 个 转 就 称 为 有 向 图 的 有 向 Hamilton 回 , 就 像 与 Hamilton 图 
一 样 ,没有 刻 划 有 向 Hamilton 图 的 特征 ,而 且 有 向 Hamilton 图 比 Hamilton 图 
更 加 复杂 .关于 一 个 有 向 图 是 有 向 Hamilton 的 充分 条 件 也 是 存在 的 ,这 些 充 
分 条 件 类 似 于 Hamilton 图 的 较 简单 充分 条 件 . 自 然 每 个 有 向 Hamilton 图 都 是 
强 连 通 的 。 

我 们 不 加 证 明 地 陈述 下 面 由 Meynitl 给 出 的 有 向 图 是 有 向 Hamilton 图 的 
充分 条 件 , 这 个 充分 条 件 与 Ore 给 出 的 Hamilton 图 充分 条 件 是 相 平行 的 。 

定理 9.9C4Meyntd) 设 D 马 是 p 阶 非 平凡 的 强 连 通 有 向 图 ,如 果 对 每 两 个 
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不 同 的 非 邻 接 项 点 xm 
deglu) 十 deg(o 之 2p—1, 
则 五 是 有 向 Hamilton 的 。 


图 9. 18 中 的 有 向 图 是 一 个 4 阶 强 连 通 有 
向 图 ,但 它 不 是 有 向 Hamilton 的 , 且 如 果 刀 和 
是 这 个 有 向 图 的 两 个 非 邻 接 顶 点 , 则 deg(z) 

十 deg(v) 之 2p 一 2。 这 个 例子 说 明定 理 9.9 
给 出 的 界 是 可 达 的 。 图 9.18 一 个 非 有 向 Hamilton 图 

我 们 现在 来 讨论 定理 9. 9 的 几 个 推 索 。 

推论 9. 9a(Woodall) 设 忆 是 户 阶 菲 平 几 有 向 图 ,如 果 对 也 的 任何 不 同 
顶点 上 和 wv 满 足 由 (uw,v) 多 AC(D) 可 得 

od(w) 十 刘 (u) 之 六 (9.1) 
则 DD 是 有 向 Hamilton 的 。 

证 明 ”首先 证 明 条 件 C9. 1) 意味 着 号 是 强 连通 的 , 设 w 和 wv 是 也 的 任意 
两 个 顶点 ,我 们 证 明 也 中 存在 一 条 从 4 到 vb 的 有 向 路 .如 果 (w,v) € ACD), 那 
么 这 是 显然 的 ,如 果 (u,0) 多 ACDY, 则 由 (9.1) ,至 少 存在 也 的 一 个 顶点 过 , 芭 
关 wv 使 (usw),(w1v) E A(DD), 从 而 wu 是 也 的 一 条 uv 有 向 路 , 同 理 可 
得 吕 中 也 存在 一 条 vx 有 向 路 ,因此 DD 是 强 连 通 的 ， 

设 w 和 vw 是 吕 的 任意 两 个 不 分 接 顶 点 , 则 由 (9.17,od(w} 十 座 (v) 宇 县 
刘 (w) 十 od(z) 之 ,所 以 deg(w) 十 deg(v) 之 2, 因此 根据 定理 9.9,D 是 有 
向 Hamilton 的 .图 

下 面 大 家 部 知 的 一 个 结果 是 由 Ghouila-Houri 给 出 的 , 它 是 定理 9.9 的 直 
扔 推论 。 

推论 9 和 (Ghouila-Hourt) 设 是 强 连通 的 有 向 图 , 且 对 品 的 每 个 顶 
点 wdeg(z) 之 p, 则 吃 是 有 向 Hamilton 的 ， 

这 个 结果 又 可 导出 另 一 个 结论 。 

推论 9.9c 设 忆 是 有 向 图 ,如 果 对 DD 的 每 个 优点 v, 有 


ado) 之 喜 且 io) 之 各， 


则 了 是 有 向 Hamilton 的 。 

有 向 图 吕 中 的 一 杀生 成 有 向 路 称 为 刀 的 有 向 Hamilton 路 .借助 于 定理 
9.9, 我 们 能 够 提出 有 向 图 包含 有 向 Hamilton 路 的 条 件 。 

推论 9.94 设 DD 是 p 阶 有 向 图 , 且 对 局 的 任意 两 个 不 同 的 非 邻 接 顶 点 x， 
?有 
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deg(u] 十 deg(m 之 2 一 3， 《9. 2)》 
则 局 包 售 一 条 有 向 Hamilton 路 ， 

证 明 ”我 们 向 局 中 加 入 顶点 wlw 和 VCD)) 并 把 ww 以 二 种 不 同 的 方向 
连接 到 DD 的 每 个 顶点 ,由 此 构成 一 个 新 有 向 图 D'. 量 然 有 向 图 D' 是 强 连通 
的 . 设 w 和 是 D' 的 非 邻 接 顶 点 ,那么 u 和 =， 是 呈 的 非 邻 接 顶点 ,由 (9. 2 可 
得 

degi (u) 十 dego (z) = dego(u) 十 degofz) 十 4 
之 (2p 一 3) 十 4 一 2 十 1 一 2(p 十 1) 一 1 

因为 妃 是 户 十 1 阶 的 强 连 通 有 向 图 , 敬 由 定理 9.9,P' 包 言 一 个 有 向 
Hamilton 园 C. 删 去 z 和 在 C 上 与 它 关联 的 弧 就 产生 石 的 一 条 有 向 Hamilton 
路 , 国 

下 列 有 向 图 存在 有 向 Hamilton 路 的 充分 条 件 类 似 于 上 述 三 个 推论 ,分 别 
是 : 

推论 9.9e 设 马 是 志 阶 有 向 图 ,如 果 对 也 的 任意 两 个 顶点 4 和 wv, 由 (u， 
z) 各 4(D) 可 得 
od(w) 十 id(o) 之 户 一 1， 
则 马 包 但 有 向 Hamilton 路 。 

推论 9.9f 如果 马 是 » 阶 有 向 图 且 对 也 的 每 个 顶点 v,deg(v) 之 p 一 1， 
则 厂 包 含有 向 Hamilton 路 、 

推论 9.9%8 如 果品 是 p 阶 有 向 图 且 对 也 的 每 个 顶点 v,odlv) 之 
《一 1)/2 且 讼 (wv) 之 (p 一 1)/2, 那 么 DD 包含 有 向 Hamilton 路 。 


练习 


1. 举例 说 明 在 定理 9. 9 的 陈述 中 有 向 图 站 是 强 和 连通 的 条 件 不 能 去 挤 。 

2. 举例 说 明 在 推论 9. 9b 中 有 向 图 是 强 连通 未 件 不 能 去 掉 ， 

3. (a) 通过 给 出 一 个 满足 定理 9.9 条 件 但 不 满足 推论 9. 9a 的 条 件 的 有 向 
Hamilton 图 例子 ,说 明 推论 9. 9a 的 条 件 比 定理 9. 9 的 条 件 强 。 

(b) 通过 给 出 一 个 满足 定理 9.9 条 件 但 不 满足 推论 9. 9b 的 条 件 的 有 向 
Hamilton 图 例子 ,说 明 推论 9. 9b 的 条件 比 定理 9. 9 的 条 件 强 。 

4. 证 明 : 推 论 9. 9b。 

5. 证 明 ,推论 9. 9a 和 推论 9.9b 个 此 都 不 是 另 一 个 的 推论 、 

6. 证 明 : 推 论 9. ge 和 推论 9. 9f。 

7. 证 明 : 推 论 9. 9a 中 提出 的 界 是 最 好 的 ， 
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9.4 ”竞赛 图 


回想 定向 图 刀 能 够 通过 X 某 个 图 G 的 所 有 边 确 定 一 个 方向 得 到 ,而 有 向 
成 也 称 为 的 定向 最 受 人 注意 的 定向 图 类 是 竞赛 图 类 , 即 通过 定向 完全 图 
的 边 得 到 的 有 向 图 

不 同 构 竞 赛 图 的 个 数 随 着 阶 的 增长 迅速 增长 例如 ,只 有 ”个 阶 为 1 和 阶 
为 2 的 竞赛 图 ,有 两 个 阶 竞 赛 图 T 和 了 (如 图 9. 19 所 示 ). 有 四 个 4 阶 况 赛 
图 ， 阶 的 有 一 十 个 ,而 10 界 的 则 超过 九 百 万 个 


\ A 
T # 7 \ 
[oS 二 一 
图 9.19 3 阶 竞赛 图 
如 果 T 是 p 阶 竞赛 图 , 则 因为 了 的 基础 图 是 完全 图 , 它 的 大 小 为 | 2 , 且 


Dd- Dd- tl. 
WEVTY EVO 

设 工 是 竞赛 图 ,如 果 对 任意 (za)， uvtw) € ACT),(usw) E ACT), 则 称 
工 是 传递 的 图 9 9 中 的 竞赛 图 7: 是 传递 的 ,而 T, 则 不 是 .下 面 的 结果 给 出 
了 传递 竞赛 图 的 基本 性 质 

定理 9. 10 ”竞赛 图 是 传递 的 当 且 仅 当 它 是 无 圈 的 。 

证 明 设 了 T 是 无 圈 况 赛 图 ,对 任意 (u,v),《vww) E 4(T) ,因为 了 是 无 圈 
的 ,所 以 Cwow) 入 4(T), 故 (zero》 € 4(T) ,从 而 了 工 是 传递 的 。 

反 过 来 ,假设 了 是 传递 竞赛 图 ,并 假设 工 包 含有 向 圈 C 一 ri ma…wzie 因 为 
对 工 的 任意 两 个 不 同 的 顶点 w 和 uv,4(T) 恰好 包含 (evo)》 和 (vw) 中 的 一 条 
弧 , 所 以 nm 3。 叉 因为 (w，'s) ,bussr ) E A(T) 且 本 是 传递 竞赛 图 ,所 以 tw， 
一 ) E ACT) ,类似 地 (rv ,Cv sr),…, uisv.) 也 是 工 的 绒 . 这 与 (wo) 是 
了 的 度 矛 盾 , 因 此 了 是 无 圈 的 -图 

每 个 户 阶 竞赛 图 都 能 用 来 模拟 有 思 个 参赛 队 的 一 场 循环 赛 在 “ 场 循环 
赛 中 ,每 个 队 都 要 安排 和 其 它 队 恰好 比赛 一 次 且 假 设 不 能 出 现 平局 设 ,ws， 
"svs 代表 参赛 队 ,同时 也 代表 相应 竞赛 图 了 的 项 点, 如果 在 "和 也 之 间 的 比 
赛 中 心 队 胜 " 队 ,J (wi,v,) 是 荆 的 一 条 弛 ,因此 队 v; 胜 的 场 数 就 等 于 od(v,)。 
从 而 在 竞赛 图 中 顶点 w 的 出 度 也 可 看 作 w 的 得 分 。 
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如 果 存 在 户 阶 竞赛 图 了 ,顶点 标号 为 may…vuy 使 对 任意 1 三 i 过 户 ， 
odtw) 一 5 那么 非 负 整 数 序列 gs ,sy 称 为 竞赛 图 的 得 分 序列 。 

下 面 的 结果 恰好 给 出 一 个 非 负 整 数 序列 是 某 个 传递 竞赛 图 的 得 分 序列 的 
充分 必要 条 件 。 

定理 9.11 包 售 P( 户 之 1) 个 非 负 整 数 的 不 减 序列 # 是 某 个 户 阶 传递 况 
赛 图 的 得 分 序列 当 且 仅 当 $ 是 序列 0,1,2,…*,p 一 1。 

证 明 ” 设 T 是 p 阶 传递 竞赛 图 ,我 们 证 明 :0,1,…,p 一 1 是 工 的 唯一 的 
得 分 序列 .由 于 了 的 基础 图 为 完全 图 ,所 以 只 要 证 明了 中 不 存在 两 个 顶点 有 同 
样 的 得 分 , 设 sa E V(T) ,并 且 假 设 (ko) € A(T) ,如 果 W 表示 从 v 邻接 的 
顶点 子 集 ,那么 od(v) = |W|, 因 为 对 任意 wEW,Cvw) EE ACT) 且 (u,v) EE 
A(T), 由 工 是 传递 的 , 故 对 任意 w E 多 ,Cu E ACT), 因 此 odtw) 之 1 十 
| 多 1 = 1 十 od(o)。 国 

推论 9. 1la 包 售 plp 之 1) 个 非 负 整 数 的 不 碱 序列 是 传递 竞赛 图 的 顶点 
的 入 度 序 列 当 且 仅 当 # 是 序列 0,1,…,p 一 1。 

由 定理 9. 11 很 容易 得 到 另 一 个 结果 。 

推论 9.11b ”对 于 每 个 正 整 数 ,存在 唯一 的 p 阶 传递 竞赛 图 。 

由 此 结合 定理 9, 10 还 可 以 得 到 另 一 个 结果 。 

推论 9 11c ”对 于 每 个 正 整 数 p, 恰 好 存在 一 个 无 圈 的 pp 阶 竞赛 图 。 

虽然 对 任意 的 正 整 数 p, 恰 好 存在 唯一 的 p 阶 传递 竞赛 图 ,但 是 pC(p 之 3) 
阶 竞赛 图 的 个 数 不 是 唯一 的 。 另 一 方面 ,每 个 竞赛 图 有 一 个 传递 竞赛 图 的 结 
构 。 由 于 相互 到 达 关 系 是 亮 赛 图 7 了 的 顶点 集 V(T) 上 的 等 价 关系 ,所 以 由 相互 
到 达 关系 将 VCG) 划分 为 等 价 类 Vi Vi,…1V ,ln 之 1). 对 任意 1 三 i 和 之 a, 记 5 
二 《4V,) ,那么 $1 达 i 世 n) 是 了 的 强 连 通 分 支 . 

设 了 是 有 强 连 通 分 支 SS:，…S. 的 竞赛 图 对 任意 1 和 5 天 7 了 < 妇 n 如 果 
存在 u E VCS) ,wvEVCS)) 使 得 (u,v) € ACT), 则 由 于 Si 和 5; 是 强 连通 有 向 
图 ,从 而 对 任意 wwE V(S) 以 及 任意 z EVCSD) (wz) & ACT) 自 (z,w) E 
A(T), 因 此 可 定义 有 问 图 全 使 得 :顶点 ww ,us，,… ,uw 与 了 的 强 迷 通 分 支 一 一 对 
应 (ww 对 应 于 Si 二 1,2,0,n), 且 对 任意 1 之 i 了 j 迄 nurw) € A(CF) 当 且 
仅 当 存在 5, 的 某 个 顶点 至 少 邻接 到 3 的 一 个 顶点 .图 9. 20 表 示 了 竞赛 图 了 和 
相应 的 有 向 图 个。 

显然 对 图 9. 20 中 竞赛 图 了 ,全 也 是 竞赛 图 , 且 事 实 上 是 传递 竞赛 图 .由 定 
理 9. 12 说 明 对 任何 竞赛 图 这 都 是 正确 的 ( 见 本 节 练 习 4)。 

定理 9.12 ”如 果 了 是 惟有 = 个 强 连 通 分 支 的 竞赛 图 , 则 他 是 阶 = 的 传递 
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图 9.20 ”一 个 竞赛 图 7 和 个 
竞赛 图 。 

因 为 对 每 个 竞赛 图 了 ,我 们 有 了 是 传递 竞赛 图 。 容 易 证 明 如 果 了 是 竞赛 
图 ,但 不 是 强 连 通 的 ,那么 Y(7) 能 划分 成 UV: U … U Ya 之 2) 使 得 对 
任意 1 三 i 之 n,《V,) 是 强 迷 通 竞 赛 图 , 且 存 在 VV ,V,,…,V, 的 一 种 编号 方式 使 
得 对 任意 > j, 如 果 w€ Vi E€ 六, 则 bv,sv) E A(T), 在 研究 不 是 强 连 通 
的 竞赛 图 的 性 质 时 ,这 种 分 解 是 很 有 用 的 。 

如 果 w 和 ww 是 有 向 图 DD 的 两 个 顶点 , 且 DD 至 少 包含 一 条 wu 一 vw 有 向 路 , 那 
么 一 条 最 短 “一 " 有 向 路 的 长 度 称 为 从 a 到 的 距离 ,并 用 dnlusv) 来 表示 或 
表示 为 dbusv) .下 面 的 三 个 结果 涉及 到 竞赛 图 的 距离 。 

定理 9.13 设 v 是 非 平 凡 竞赛 图 了 中 得 分 最 多 的 顶点 ,如 果 w 是 不 同 于 
vz 的 顶点 , 则 dl(v,w) 之 2。 

证 明 ”假设 ed(o) 二 ,当然 ,n 之 1。 设 从 v 邻接 的 顶点 为 v1 ,vss 1， 
那么 对 任意 1 和 莹 i 芝 a,d(vv,) 二 1. 如 果 VOT) = {wwvao*ov。), 则 证 明 已 经 
完成 。 

假设 YGT)Vfoeay oo 天 讽 , 且 ET(GT)Vtoas yo} ,如果 存 在 1 
三 i 之 a 使 得 是 从 vi 邻接 的 ,那么 dluwv) = 2, 产 生 所 沉 结 果 。, 假 设 不 是 这 种 
情况 , 则 z 邻接 到 所 有 顶点 ,52,…,v, 和 顶点 v, 从 面 od(w) 之 1 十 n= 二 1 十 
odlv) ,不 过 这 与 v 是 得 分 最 多 的 顶点 矛盾 . 国 

定理 9. 13 首先 由 社会 学 家 Landau 在 研究 社会 中 从 属 关 系 的 指挥 或 支配 
关系 时 发 现 。 以 孩子 之 间 的 指挥 关系 为 例 , 这 个 定理 说 明 ,如果 和 孩子“ 能 够 指 
摆 的 其 他 孩子 的 个 数 最 多 ,那么 对 于 每 个 其 他 孩子 4, 或者“ 能 够 直接 指挥 4 
或 者 < 能 够 指挥 某 个 可 以 直接 指挥 4 的 孩子 .因此 <, 最 多 通过 一 次 中 间 的 孩 
子 , 就 能 指挥 其 他 的 所 有 孩子 。 

竞赛 图 的 大 量 弛 能 够 产生 各 种 有 向 路 和 有 向 回 ,Redei 首先 发 现 竞赛 图 
的 这 样 一 个 性 质 。 
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定理 9. 14(Redel) 每 个 竞赛 图 包含 一 条 有 向 Hamilton 路。 

证 明 设 T 了 是 p 阶 竞赛 图 ,并 设 P==v.vs*…w 是 了 中 一 条 最 长 的 有 向 路 。 
如 果 己 不 是 了 的 有 向 Hamilten 路 ,那么 1 三 < 记 且 至 少 存在 一 个 不 在 P 上 
的 顶点 2. 因为 P 是 最 长 的 有 向 路 ,所 以 Cvv1) ,Cossv) 攻 ACT), 从 而 (v1 ,5)。 
(wm) E 4ACT)。 这 意味 着 存在 整数 i(1 三 i 三 上 一 1) 使 得 (vi,v) E A(T) 上 且 
virt) E A(T) ,从 而 viv2…vivwiti**ws 是 一 条 长 度 超过 已 的 有 向 路 ,产生 矛 
盾 。 国 

定理 9. 14 的 一 个 简单 而 有 用 的 结果 与 传递 竞赛 图 有 关 。 

推论 9.14 每 个 传递 竞赛 图 恰好 包含 一 条 有 向 Hamilton 路 。 

并 非 每 个 竞赛 图 都 是 有 向 Hamilton 的 ,只 是 对 于 强 连 通 竞赛 图 是 这 样 一 
种 情况 .如 果 竞 赛 图 是 有 向 Hamiiton 的 , 则 它 必 须 上 共有 更 强 的 性 质 。 设 九 是 
p(p 之 3) 阶 有 向 图 ,如 果 对 任意 3 夺 ! 过 p,DD 的 每 个 硕 点 都 落 在 长 为 1 的 图 
上 , 则 称 有 向 图 局 是 点 - 全 循环 的 。 

定理 9. 15(Moon) 每 个 非 平凡 强 连 通 交 赛 图 是 点 - 全 循环 的 。 

证 明 设 T 是 p(p 之 3) 阶 强 连 通 竞 赛 图 ,并 设 v 是 了 的 任意 顶点 。 我 
们 证 明 对 任意 3 三 /三 psv, 落 在 一 个 二 图 上 .下 面 对 ! 进行 归纳 证 明 。 

因为 了 是 强 连通 的 , 故 有 本 节 练 习 8 得 到 zw 攻 在 一 个 3- 图 上 .假设 ww 落 
在 一 个 二 圈 vivz…vwwy 上 ,其 中 3 三 过 p 一 16 我 们 证 明 mm 也 落 在 一 个 人 十 
1)- 图 上 。 

情况 1 存在 顶点 wu E VCT)\VCC) 使 得 顶点 v 至 少 邻 接 到 C 的 某 个 顶 
点 , 且 至 少 从 C 的 菜 个 顶点 邻接 ,这 意味 闭 存 在 1 三 i 莹 41 使 得 (www) 和 (2， 
zitt) 是 了 的 两 条 弧 ( 下 标 按 模 ?7 加 法 运算 )。 困 此 ww 落 在 以 十 1D)- 图 
War 上 。 

情况 2 ”对 任意 顶点 "EY(T)NY(C) ,顶点 "邻接 到 VC) 的 每 个 顶点 或 
者 从 V(C) 的 每 个 顶点 邻接 . 设 4 表示 邻接 到 C 的 每 个 顶点 且 不 属于 VC) 的 
全 部 顶点 组 成 的 祭 , 并 设 召 是 从 C 的 每 个 顶点 邻接 且 不 属于 Y(C) 的 全 部 顶点 
组 成 的 集 . 故 4 UB 一 VCT)\V(C). 因 为 是 强 连 通 的 ,A 和 召 都 不 是 空 焦 ， 
所 以 存在 B 的 一 个 顶点 5 和 4 的 一 个 顶点 a 例 得 由 ,a) E A(T), 因 此 ,vw 幕 在 
CU 二 1)- 轿 avivse…vi-iba 上 。 国 

推论 9 15(Camion) plp 之 3) 阶 竞赛 图 是 有 向 Homilton 的 当 且 权 当 它 
是 强 连 通 的 。 


练习 
1. 画 出 全 部 四 个 (不 同 的 )4 阶 况 赛 图 。 


> 
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(2) 证明: 每 个 竞赛 图 最 多 有 一 个 得 零 分 的 顶点 。 
Cb) 证 明 : 每 个 竞赛 图 最 多 有 一 个 入 度 为 堆 的 顶点 。 
《a) 证 明 :推论 9. 11a。 

《po) 证 明 :推论 9. 1lb。 


, 证 明 : 定 理 9. 12。 

,确定 存在 记 阶 正则 帝 赛 图 的 所 有 p 的 可 能 值 。 

. 证 明 :每 小 正则 竞赛 图 是 强 过 通 的 。 

, 证 明 :在 非 平 凡 正 则 竞赛 图 中 ,任意 两 个 顶点 落 在 一 个 3- 图 上 。 
. 证 明 ( 非 平凡 强 连 通 竟 赛 图 的 每 个 项 点 落 在 一 个 3- 图 上 。 

9. 


证 明 ; 如 果 竟 赛 图 了 不 是 传递 竞赛 图 , 那么 了 至 少 有 三 条 有 向 


Hamilton 路 。 

10. 证 明 : 推 论 9. 15。 

11. 证 明 或 者 否定 : 非 平 凡 强 连通 竞赛 图 了 的 每 条 强 落 在 了 的 一 个 有 向 
Hamitton 图 上 。 

12. 证 明 : 如 果 竟 赛 图 全 有 一 个 江 图 ,那么 对 任意 3 过 fs 三 LT 有 一 个 s- 
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现代 社会 可 以 说 在 很 大 程度 上 是 通过 各 种 网 络 来 管理 与 控制 的 ,因此 对 
网 络 从 数学 上 进行 分 析 是 一 项 十 分 重要 的 课题 .网 络 除 了 有 广泛 的 实际 应 用 
外 ,在 理论 上 也 有 重大 意义 .有 些 较 难 处 理 的 理论 问题 ,用 网 络 来 研究 十 分 简 
洁 、 清 晰 .本 书 的 最 后 两 章 我 们 将 系统 地 介绍 网 络 的 教学 理论 。 


10.1 网络 的 基本 概念 


网 络 N 是 指 具 有 以 下 结构 的 有 向 图 D: 

(DD 中 有 两 个 称 为 N 的 涯 和 汇 的 不 同 顶 点 4 和， 

(2) 在 品 的 绝 集 4(D) 上 定义 了 非 负 整数 值 函 数 <。 

因此 网 络 N 是 规定 了 源 和 汇 且 每 条 弧 上 都 给 定 了 非 负 整数 权 的 赋 权 有 
向 图 .有 向 图 DD 称 为 网 络 N 的 基础 有 向 图 /有 向 图 D 中 不 是 源 和 汇 的 顶点 称 
为 中 徊 顶点 1 函数 < 称 为 网 络 N 的 容量 函数, 在 弧 & 一 (xz,y) 上 的 值 称 为 弛 a 
的 容量 , 记 为 ela) 或 者 ce(z,y) ,我 们 用 NN 二 (Douiv,c) 表示 基础 有 向 图 为 D， 
源 为 4, 汇 为 v 且 容 量 为 c 的 网 络 。 

实际 上 , 缴 (zx,y) 上 的 容量 可 以 看 作 某 种 物质 在 单位 时 间 内 人 允许 通过 弛 
(x,3y) 的 最 大 数量 ,例如 : 弛 (x,y) 的 容量 可 以 看 作 某 个 航空 公司 从 城市 z 到 
城市 y 直 飞 航班 上 座位 的 总 数 ,也 可 看 作 在 自来水 厂 的 输 水 网 络 中 ,从 z 点 到 
3 点 的 一 条 管道 的 最 大 流量 ,或 者 看 作 举 着 从 城镇 z 到 城镇 y 的 一 条 公路 , 单 
位 时 间 内 允许 通过 的 各 种 机 动车 辆 的 最 大 数量 , 故 一 般 说 来 ,网 络 流 问 题 就 是 
在 不 超过 弧 的 容量 的 情况 下 ,使 得 从 源 « 到 汇 w 的 “ 流 " 最 大 。 

网 络 可 以 用 它 的 基础 有 向 图 马 以 及 在 吕 的 弧 上 标明 的 容量 来 表示 , 例 
如 :在 图 10.1 的 网 络 中 ,clz,y) 二 4. 为 了 以 后 叙 述 方便 , 特 做 如 下 约定 :定义 
在 弧 集 A(D) 上 的 函数 g 在 缴 a 一 (zr,y) 上 的 值 既 可 以 用 gC2) 表示 ,也 可 以 
用 g(x,y) 表示 :有 向 图 吃 的 顶点 集 V(D) 和 弧 集 4() ,在 不 产生 混 清 的 情况 
下 ,分 别 简 记 为 VV 和 4, 也 可 直接 用 D 二 (V ,4) 表示 顶点 集 和 强 集 分 别 为 了 
和 4 的 有 向 图 
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如 果 z 是 有 向 图 DD 的 顶点 
N+ 《z) 和 入-(z) 分别 表示 从 z 邻接 
的 项 点 子 集 和 邻接 到 z 的 项 点 子 集 ， 
即 N+ (xz) = {yE VI(z,y)E A} 和 
N (7) = {y EV1G ,x) € A}. 网 络 
NN 的 流 是 定义 在 弧 集 4 上 的 整数 值 
钵 数 满足 :对 任意 4 E A， 
Of Sea) (10.1) - 
且 对 每 个 + EV\fasv}， 图 10.1 一 个 网 络 
BD fiw = 2 Aooz)。 (10. 2) 


yENt cr) JyEN Cr 
顶点 z 的 净 流 出 定义 为 了 ew/《X1) 一 Dyew-wwf(y,7) ,而 的 净 流 入 
当然 是 7cey- LA7(yz) 一 ,ewrcwf lz,9)。 根 据 条 件 (10.2), 如 果 工 是 中 
间 顶 点 ,那么 z 的 净 流 出 等 于 工 的 净 流 入 且 它们 的 共同 值 等 于 零 、 

在 绝 a 一 (zy) 上 , 流 了 在 弧 a 上 的 值 称 为 < 的 流 值 , 表 示 在 流 了 下 沿 弧 
《z,3?) 通过 的 物质 总 量 .根据 条 件 (10. 1), 实 际 通过 弧 (z,y) 的 物质 总 量 不 能 
超 过 该 孤 的 容量 ,所 以 条 件 (10. 1) 就 称 为 相 容 条 件 .又 因为 条 件 (10. 2) 说 明 
对 任意 中 间 顶 点 ,流入 z 的 物质 总 量 等 于 流出 的 总 量 , 所 以 条 件 (10. 2) 也 称 
为 守恒 条 件 。 

10.2 给 出 了 网 络 流 的 例子 ,其 中 标 在 统 上 的 第 一 个 数 是 该 弧 的 容重， 
而 第 二 个 数 是 该 弧 的 流 值 , 设 f 为 网 x 40 yy 
络 访 上 的 流 且 (zf,y) 为 六 的 疡 ,如 
果 J(z,3?) 二 clx,y), 即 弧 (z,y) 的 
流 值 已 经 达到 它 的 容量 , 则 称 弧 《z， 
3) 在 流 了 下 是 饱和 的 ,否则 称 弧 (z， 
3) 是 不 愧 和 的 。 我 们 注意 到 在 图 
10. 2 所 示 的 例子 中 , 源 z 的 净 流 出 等 
于 汇 v 的 净 流 入 ,定理 10.1 证 明了 
这 个 结果 总 是 正确 的 。 图 10.2 ”网络 的 旋 

在 给 出 网 络 的 第 一 个 结果 以 
前 ,还 需要 引入 一 些 新 的 记 法 和 概念 . 设 D 是 有 向 图 ,和 Y 是 顶点 集 V 的 子 
集 ,符号 (多 ,Y) 表示 纪 集 4 的 如 下 子 集 ， 

(KY) = (7,7) € AlT E KX,y EY), 
如 果 义 二 {x) 为 仅 包 含 一 个 元 素 的 集 , 我 们 通常 记 作 (z,7) 而 不 是 ({z},Y)， 
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类 伺 (X,y) 表示 CX,{y)). 另 外, 我们 对 定义 在 张 集 4 上 的 函数 进行 如 下 推 
广 : 设 g 是 定义 在 弧 集 4 上 的 任意 函数 旦 又 和 了 是 顶点 集 了 7 的 子 泉 , 则 g(X， 
Y) 定义 为 

(XY = 


0 
(X,Y) 一 
4 D> &(r,3) 其 它 。 


根据 gCX,Y) 的 定义 ,如 果 义 ， 了 和 2 是 顶点 集 了 的 子 集 , 则 
8(X U Z,Y) 一 5(XY) + gl21Y) 一 EX 门 Zi7)i 
且 对 任意 顶点 zE 了 及 六 的 任意 子 集 X， 
gzV) = 2) gz) gOV rz) 一 2) gy,7), 


yENT Lz) sEN 人 


g(XV) = Be 且 g(Y,X) = Be oo). 


对 于 定义 在 弓 集 4 上 的 函数 < 的 这 种 推广 ， 以 后 不 加 说 明 的 应 用 到 其 它 定义 
在 弧 集 4 上 的 函数 ,例如 : 流 了 和 容量 等 。 
定理 10.1 设 网 络 N = (Dauic) 目 了 是 N 的 流 , 则 
fu VW) — FOV) = fv) 一 yoy7)。 
证 明 ”我 们 首先 注意 到 
Br) = 名 Co， (10. 3) 


多 入 和 3) 的 两 边 都 等 COVY)， , 且 由 (lo 2) ,如果 工 关 wv, 则 Cz， 
二 fCV ,z+), 因 此 (10. 3) 变 成 
faV) + fvV) = FV) + fv), 

设 7 为 网 络 六 的 流 , 则 网 络 N 的 源 w 的 净 流 出 称 为 流 了 的 值 ,用 val(7 
表示 ,事实 上 ,由 定理 10, 1 可 知 ,val( 等 价 于 网 络 N 的 汇 v 的 净 流 入 ,如 果 
网 络 NN 的 流 了 满足 对 入 的 任意 流 户 都 有 val( 了 ) 之 val( 忆 ), 则 称 7 了 为 网 络 N 
的 最 大 流 . 下 一 节 我 们 将 给 出 最 大 流 的 特征 且 给 出 网 络 的 最 大 流 的 算法 。 

设 网 络 N 二 (D,zvovc), 如 果 刁 为 卫 的 顶点 子 集 使 得 zx EX 且 v 所 XX， 
则 也 的 慑 于 集 (X,V\X) 称 为 网 络 NN 的 市 ,我 们 通常 把 V\X 记 为 及 .如 果 下 二 
(X, 邓 ) 是 六 的 割 , 那 么 天 的 容量 定义 为 c( 习 , 素 ), 记 作 cap( 天 )。 在 图 10.2 描 
述 的 网 络 中 ,如 果 取 义 二 taiz), 则 由 三 产生 的 审 天 一 (fyz)，,fwzJ) 一 
{(z,3?) Cr) yavz)) 且 伸 玉 的 容量 是 cap( 民 ) 一 cCz3y) 十 <(zot) 十 cusr》 
一 4 十 3 十 4 一 11。 

如 果 天 是 网 络 的 割 ,那么 任何 xz 一 "有 向 路 至 少 包含 天 中 的 一 条 红 , 换 
句 话说 ,如 果 和 将 玉 中 的 所 有 弧 从 基础 有 向 图 口中 删 去 ,就 不 可 能 有 w 一 v 有 向 
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路 ,所 以 ,从 这 种 意义 上 说 ,K“ 分 离 "w 和 vw。 直观 上 可 看 出 网 络 N 的 流 值 不 能 
超过 铀 帮 的 容量 ,这 正 是 我 们 在 定理 10. 2 中 要 证 明 的 。 
定理 10.2 设 / 是 网 络 N 的 流 , 并 且 呈 二 (X ,对 ) 是 N 的 割 , 则 
val(f) = {XX) — {RK) < caplk), 
证 明 设 网 络 N 一 (Dsusvsc) 上 且 必 一 CX, 允 ) 是 入 的 镍 ,因为 /是 网 络 
入 的 流 , 所 以 流 /满足 方程 ; 
(zy) 一 YYVz) 一 0 YrTEV\u0), 
Fe,y) 一 Ya) = val(f), 
因为 上 皇 和 量 z 所 大, 故 
DF -Ar) = vall), 


zxex 


不 过 
DF FV = Dr) — DFOV,z) 
所 


a EH 
= F(XV) — FV ,KX), 
且 
FEKV) = KR UR 一 扰民 ,于 ) 十 SR,R) 一 7 KN NR), 
JCY 和 ) 一 fAKURKY SKK) 十 各 和) ~ FX NKR,K), 
因为 导 门 壬 一 纪 , 所 以 .F(X, 开 门 闷 ) 一 了 (X 首 叉 ,X) 一 0, 故 
BD {fz 一 A(7z)) = FX,R) — /FX), 


2€X 
从 而 val( 了 ) 二 A(X 1, 及) 一 了 (站,X)。 又 因为 /( 叉 ,X) 之 0, 所 以 fCX, 鲍 ) 一 
f(X,KX) < capl ky. 

设 下 为 网 络 说 的 审 , 如 果 对 尺 的 每 个 制 K',cap(K) 过 capCK'), 则 称 割 
不 为 网 络 的 最 小 割 。 

推论 10. 2a ” 设 f 是 网 络 NN 的 流 且 不 是 网 络 NN 的 便 , 如 果 val(7) 一 
cap (下 ), 则 /是 最 大 流 , 且 下 是 最 小 割 。 

证 明 ”由 定理 10.2, 如 果 f' 是 VN 的 最 大 流 , 且 不 " 是 最 小 割 , 那 么 
val(f') 三 cap(K'), 由 最 大 流 和 最 小 割 的 定义 可 得 ,vatt 四 之 val(f1") 且 
cap( 天 " ) 之 cap(K), 从 而 

val() vallf’) ScaptK') < cap(K), 
因为 valCP) = cap《 怀 ), 故 val() ==val(f') 且 cap(KR*) 二 cap(K), 所 以 f 是 
最 大 流 且 K 是 最 小 割 .图 

推论 10. 2b ”如 果 f 是 网 络 NN = (D,w6v4c) 的 流 , 且 (X, 叉 ) 是 六 的 割 使 

得 
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cla) ¥aE€ (X,R) 
/0 =o Ya € (XX), 

那么 上 是 NN 的 最 大 流 且 LX, 叉 ) 是 最 小 市。 

考虑 图 10. 3 所 示 的 源 为 x 和 汇 为 "的 网 络 N， 正 像 以 前 一 样 ,这 里 标记 在 
绝 a 上 的 第 一 个 数 是 它 的 容量 
cla), 而 第 二 个 数 是 a 的 廊 值 
了 f(a). 我 们 看 到 val(J) = 4, 如 果 
天 是 保全 ,zf,y) ,那么 ( 关 , 允 ) 是 
NN 的 制 且 cl, 下 ) = 4, 由 推论 
10. 2a ,了 是 最 大 流 且 (X, 叉 ) 是 最 
小 制 。 


练习 图 10.3 网络 NN 的 最 大 流 


1. 证 明 : 每 个 网 络 至 少 有 一 
个 流 且 至 少 有 一 个 最 大 流 。 

2. 设 入 是 下 图 所 示 的 网 络 ,其 中 源 和 汇 分 别 为 u 和 %, 且 在 每 条 张 上 标的 
数 是 它 的 容量 。 

(a) 给 出 入 中流 使 得 val( 让 之 5。 

(b) 确定 最 大 流 了 的 值 val( 了 /)。 

3. 设 w 和 vw 是 有 向 图 
DD 的 两 个 不 同 顶 点 ,B 是 DD 
的 弛 子 集 使 得 口 的 每 条 
u 一 有 向 路 至 少 包 全 如 中 
的 一 条 强 。 

《a) 证 明 : 存在 形 如 
(X, 闷 ) 的 强 于 集 使 得 (下 ， 
太 ) 和 B, 这 里 久生 Vu€ 
有 vuv€E 驴 。 

Cb) 证 明 ; (XX, 邓 ) 可 
以 是 召 的 真 于 集 。 

4 证明 :推论 10. 2b。 

5. 设 网 络 入 一 (Dsusvwc) ,证 明 ! 如 果品 中 不 包 省 w 一 v 有 向 路 , 则 网 络 N 
的 最 大 流 的 值 和 最 小 割 的 容量 都 是 零 。 
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10.2 ”最 大 流 最 小 割 定理 


我 们 已 经 证 明了 对 于 网 络 N 的 流 了 和 创 大 ,如 果 val( 户 = capCK), 则 广 
是 叉 的 最 大 流 且 K 是 最 小 割 , 在 这 一 节 中 ,我 们 要 证 明 这 个 结果 的 逆 命 题 , 即 
在 任何 网 络 N 中 ,最 大 流 的 值 等 二 最 小 制 的 容量 。 

设 网 络 N 一 《Dsusvsc), 且 是 网 络 NN 的 流 ,如 果 呈 的 半路 风 = 
zusalz0iaazwszus laszus 满足 对 任意 1 之 i 之 

< cai) 如 果 ai = (iou) 

>0 如 果 = (wan-D， 
则 称 半路 多 是 六 未 愧 和 的 ,否则 称 为 是 产 必 和 的 .如 果 “ 一 半路 多 是 广 未 
饱和 的 ,那么 WW 称 为 -可 增 半路 ,如 果 在 一 半路 WW 上 规定 半路 的 方向 是 由 
顶点 w 到 vw, 则 与 规定 方向 一 致 的 弧 称 为 正 向 颖 ,否则 称 为 反 向 弧 . 例 如 ,是 
图 10. 2 给 出 的 流 , 那 么 ztsa)tzitztzy3)3(yo)o 是 一 条 六 可 增 半路 , 弧 
《zy) 和 (yo) 是 正 向 弛 , 县 强 愉 wx) 和 (Cz,t) 是 反 向 弧 。 

定理 10. 3 给 出 了 可 增 半 路 和 最 大 流 之 间 的 关系 。 

定理 10.3 设 网 络 NN 二 (D,zvovc), 则 六 的 流 了 是 最 大 流 当 且 仅 当 在 局 
中 不 存在 广 可 增 半路 。 

证 明 ”首先 ,假设 了 是 网 络 N 的 最 大 流 , 且 人 包含 广 可 增 半路 , 即 存在 
uw 一 v 半路 PP 二 woaiwiarws…tw。_12www, 使 得 对 任意 1 三 i 之 n， 

cela) 如 果 a; = (mv 

/全 0 如 果 a 一 (zw )。 
其 中 必 wo 且 v = ww,。 对 任意 a E 4CP)， 邻 
cla) 一 fla) 如 果 2 二 《ww) 
fla) 如 果 a 一 (zaw-D， 
取 s= min{ela)|a € 4CP)) 则 >>0。 定 义 红 集 4 上 的 函数 六 如下， 

fia) +e 如 果 a = 《ww 11w) € 4 
六 (Ga) -1 


fa) 


ela) 一 | 


fla) 一 如 果 a = (www-1) € 4CP) 

fla) 如 果 a & ACP)， 
那么 ,显然 f" 是 4 上 的 整数 人 函数 使 得 对 任意 a E 4,0 达 f(a) 达 cla), 这 
样 拓 满足 (10, 1)。 我 们 证 明 产 也 满足 条 件 (10. 2)。 设 了 E YNtavo} ,如果 工 攻 
VCP) ,那么 PCry) = AFz,y) = 了 OV ,7z) = 了 (VT), 因此 对 所 有 不 在 PP 
上 的 顶点 z, 太 满足 (10. 2)。 另 一 方面 ,如 果 工 所 VCP) ,不 妨 设 + 二 ,那么 我 
们 考虑 三 种 情况 。 
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情况 1 ai 一 (waw-) 且 ar = (waor)。 此 时 , 记 上 = (zyZ)Nay 
ai+i), 则 
f= faa) tf (a) + Df (a) 
bz 


= ao —et flar) tet > Ga) 
zi 


= f(D = FV = ,7), 
故 在 这 种 情况 下 (10. 2) 保持 。 

对 剩 下 的 二 种 情况 以 类 似 的 方式 能 够 证 明 f" (V ,z) = f' (zx,V)。 

情况 2 a 一 (oaw) 且 ar 二 Cwiriswi)。 此 时 与 情况 1 类似, 只 须 考 
虚 f"(V ,zf) 并 注意 < 的 加 碱 方式 即 可 。 

情况 3 a = Geiw) va = (woi) 或 者 @ 一 (waw at = 
(Crossivao) 不 妨 设 ea = Co oa，arl 二 (wirwi41) ,此 时 可 得 

fz) = f(r V+e=f Vr +e= f° ,zr), 
这 样 , 我 们 得 到 f' 是 N 的 流 , 并 且 
val(f°) = f° (uv) — fw), 
如 果 a = Cwworto) ,那么 人 CV) 一 Fey) 十 e 目 JCYa) 一 Ye) 如 
果 a 一 (umoo ,那么 f° CV) 二 fw, 四) 且 (Vww) 二 了 (Vw) 一 局 在 任 
何 情况 下 ,有 f" (eV) 一 了 Vw) = fu,V) 一 AOV ,wm) 十 ey 因此 ,val(f') 
二 vel( 内 十 e 之 vel( 了 .又 因为 之 1, 所 以 最 后 的 不 等 式 中 严格 不 等 式 成 立 ， 
即 了 不 是 最 大 流 , 矛 盾 , 故 定理 的 必要 性 成 立 。 

反 过 来 ,假设 D 中 不 存在 f- 可 增 半路 ,由 推论 10. 2b, 如 果 我 们 能 找 出 入 
的 剂 扩 二 (XX, 叉 ) 使 得 对 每 条 弧 aE 及,7Ca) 一 c(a), 且 对 每 条 弧 aE CX,X)， 
f(a) = 0, 那 么 定理 证 明 将 完成 (事实 上 ,这 个 割 K 特 是 六 的 最 小 割 ). 设 多 表 
示 V 的 顶点 子 集 使 得 对 区 中 的 每 个 顶点 存在 一 条 未 愧 和 的 一 z 半路 ， 
显然 ,x 扎 多 .由 假设 NN 中 不 存在 广 可 增 半路 , 故 z 入 大, 令 天 一 (各 ) 是 六 
的 割 . 对 任意 (y,w) E 天 ,因为 yE 区 ,所 以 存在 N 中 的 一 条 广 未 饱和 的 x 一 y 
半路 已 ,因此 f(y,w) = cly,w) ,和 理 则 向 P 渗 加 一 条 绝 (y,w) 将 得 到 /未 饮 
和 的 一 也 半路 ,这 与 w 所 多 的 事实 忒 盾 。 类 似 地 ,如 果 Cy,w) € ( 尺 , 关 ) ,那么 
f(y,w) = 0, 这 就 完成 了 证 明 . 国 

注意 :在 定理 10.3 的 证 明 中 已 经 提示 ;: 设 了 是 广 可 增 半路 , 则 1. 如 果 弧 
(zsy) 是 忆 的 正 向 弛 ,那么 f(z,y) < 之 ctz,y) 12. 如 果 红 (z,y) 是 已 的 反 向 缉 ， 
那么 ftz,y) >>0 和 3. 哲也 增加 流 的 过 程 实际 上 是 将 正 向 弧 的 流 增 加 ,而 将 
反 向 弧 的 流 减 少 e, 这 种 思想 在 下 而 的 最 大 流 算 法 和 下 一 章 费 用 最 小 的 可 增 
半路 算法 中 都 是 非常 重要 的 下面 的 定理 由 Ford,Fulkerson 得 到 , 且 通 常 称 
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为 最 大 流 最 小 审定 理 , 由 此 说 明 推 论 10. 2a 的 逆 是 正确 的 。 

定理 10. 4(Ford 和 Futkerson) ”在 任何 网 络 N 中 ,最 大 流 的 值 等 于 最 小 
割 的 容量 。 

证 明 设 f 是 网 络 N = 《D,u,vsc) 的 最 大 流 ( 见 第 10. 1 节 练习 1), 由 定 
理 10.3 在 NN 中 不 存在 三 可 增 半路 .在 定理 10. 3 的 证 明 中 已 经 证 明 : 如 果 尺 不 
包含 三 可 增 半路 ,那么 存在 最 小 家 天 二 (多, 叉 ) 使 得 (多, 下) 的 每 条 就 是 广 饱 
和 的 ,而 ( 叉 ,XX) 的 每 条 弧 的 流量 是 零 , 因 此 f(X ,RX) = cap(K) 且 /(X,X) 一 
0. 由 定理 10. 2 得 到 val(f) = /(X,) 一 了 (XX,X) = cap(K). 国 

为 了 寻求 网 络 中 的 最 大 流 和 最 小 钴 ,定理 10. 3 的 证 明 提 供 了 一 个 基本 算 
法 一 一 Ford-Fulkeraon 算法 , 而 由 Edmonda 和 Karp 提出 的 算法 是 以 
Ford-Fulkeraon 算法 为 基础 并 对 它 进 行 修改 后 得 到 的 , 旦 由 Edmonda-Karp 
算法 产生 了 一 个 好 的 图 论 算法 ,这 两 个 算法 提供 了 在 已 给 流 了 的 网 络 中 寻求 
一 条 请 可 增 半 辕 的 系统 方法 ,楼 下 去 我 们 要 拱 述 的 Edtmonda-Karp 算法 是 寻 
求 一 条 最 短 /- 可 增 半路 , 即 一 条 包含 弛 的 数 自 最 少 的 可 增 半路 。 

Edmonda-Karp 算法 的 基本 思想 是 从 网 络 N 二 (D,u,v,c) 的 已 知 流 了 开 
始 ( 允 许 是 零 流 ) ,首先 给 顶点 4 标号 为 (一 ,oo),Y 中 的 其 它 顶 点 不 标号 , 且 记 
上 二 {u} (注意: 集 上 为 有 序 集 , 即 荆 是 一 个 先进 先 出 的 顶点 队列 ) ,其 次 ,选择 
顶点 队列 工 的 第 一 个 顶点 z, 此 时 必须 考虑 以 下 三 种 情况 :(i) 了 为 空 集 , 即 没 
有 找到 第 一 个 顶点 ; (i) 顶点 ”已 经 标号 , 即 已 经 找到 一 条 三 可 增 半路 和 
kiii)z 为 工 的 第 一 个 顶点 .如 果 情 况 (i) 出 现 , 则 不 存在 广 可 增 半路 ,从 而 了 为 
网 络 NN 的 最 大 流 ,算法 停止 ,如 果 情 况 (ii) 出 现 , 则 得 到 网 络 六 的 一 条 广 可 增 
半路 己 , 将 已 上 的 所 有 正 向 驱 的 流 值 增加 ew) ,而 所 有 反 向 弧 的 流 值 癌 少 
elv), 其 它 弧 上 的 流 值 不 变 , 由 此 得 到 网 络 W 上 的 新 流 六 且 val() 一 
val(F) 十 el(v) ,放弃 所 有 顶点 的 标号 ,用 f* 代 符 f ,继续 这 个 过 程 .如 果 情况 
《证 ) 出 现 , 则 对 任意 未 慰 号 的 顶点 y, 当 lz,y) E€ A 且 f(z,y) 之 clz,y) 时 , 选 
择 弧 (z,y) 为 正 向 颖 ,对 顶点 y 标 号 为 (z+ ,ely)) ,其 中 必 (y) = min{e(z)， 
clz1y) 一 了 (Zz1y)}, 特 硕 点 7》 加 入 顶点 队列 上 1 当 ly,z) E A 且 fly1z)>0 
时 , 选择 红 (7,z) 为 反 向 弧 , 对 顶点 y 标号 为 (+ ,ety)), 其 中 :tly) = 
min{fe(7) ,f(y,z)1 ,将 顶点 y 加 入 队列 工 .最 后 从 顶点 队列 工 中 删除 项 点 >， 
返回 并 继续 这 个 过 程 。 

说 明 :1. 顶点 标号 的 过 程 事 实 上 是 构造 有 向 图 已 的 子 图 品 使 得 D 的 基 
础 图 是 树 且 对 任 章 顶 点 z E VC ) ,PD' 包含 的 唯一 的 “一 z 半路 是 未 饱和 
的 , 辣 时 也 是 D 中 最 短 的 f- 未 饱和 的 一 z 半路 ,在 算法 执行 过 程 中 ,V CD ) 
为 所 有 已 标号 项 点 且 (z,y) E ACD') 当 且 仅 当 z 的 标号 为 (?_,s(z)) 或 者 y 
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的 标号 为 (z+ ,ely)). 所 以 ,DD 中 每 个 顶点 必定 处 于 三 种 状态 中 的 一 种 :未 标 
号 ,标号 且 未 检查 ,或 已 标 导 且 已 检查 .最初 全 部 项 点 都 未 标号 , 当 一 个 顶点 收 
到 一 个 标号 时 ,就 将 它 放 到 “已 标号 未 检查 "的 顶点 列 工 的 最 后 一 个 .这 些 顶 
点 被 检查 是 按 “ 先 标号 先 检查 " 原则 进行 ,这 保证 了 一 条 最 短 广 可 增 半路 的 产 
生 。 

2. 利用 归纳 思想 容易 理解 ,如果 顶 点 z 的 标号 为 (yt+ ,etx)) 或 (y ， 
《zx)), 则 etz) 是 D' 中 唯一 的 六 未 饱和 的 2 一 z 半路 可 增加 流 的 最 大 值 ; 

3. 当 顶 点 v 已 标号 时 ,由 顶点 标号 的 第 一 个 值 可 以 从 顶点 bv 开始 , 逆 推 出 
口 的 六 可 增 半路 了, 沿 P 增 加 流 值 etv) 得 到 AN 的 流 值 更 大 的 流 也 ,这 个 过 程 
在 定理 10. 3 的 证 明 中 已 经 详细 叙述 ,这 里 就 不 再 重复 ， 

4 由 说 明 2 可 知 ,如 果 算法 在 f- 可 增 半路 P 上 增加 了 一 次 流 信 , 那 么 忆 
中 至 少 一 条 正 向 弛 达到 饱和 或 者 至 少 一 条 反 向 绝 的 流 值 为 零 ,从 而 在 下 一 次 
标号 过 程 中 对 应 弧 就 不 可 能 继续 为 正 向 弧 或 反 向 弧 , 即 下 一 次 的 六 可 增 半路 
的 长 不 小 于 了 的 长 度 , 由 于 DD 的 顶点 数 是 有 限 的 ,所 以 算法 在 有 限 步 结束 , 且 
算法 的 运算 次 数 仅 与 D 的 结构 有 关 , 而 与 最 大 流 的 值 无 关 。 事实 上 ， 
Ford-Fulkerson 算法 的 运算 次 数 恰好 与 最 大 流 的 值 有 关 。 

算法 10A(Edmonds 和 Karp) ”给 定 网 络 N 一 (D,u,v,c)。 

1. 对 口 的 所 有 纺 给 定 初始 流 了 。 

用 (一 ,ce) 标号 w 且 把 # 放 入 顶点 队列 工 中 ， 

如 果 顶 点 队列 工 为 空 , 则 了 为 网 络 N 的 最 大 流 , 算 法 结束 ， 

如 果 顶 点 v 已 标号 , 则 由 顶点 v 的 标号 可 产生 一 条 广 可 增 半 路 
Wwoaiwiarwawa- 14atwa 其 中 :4 一 wasv 二 w,) 使 得 对 任意 1 三 i 达 ， 
如 果 a 一 (zw-ioru), 则 顶点 由 的 标号 为 (xuestzo))3 如果 a 一 (ww， 
zw- 0， 则 顶点 ww 的 标号 为 (ww 二 1 ,etww;))。 对 正 向 纪 的 流 值 增加 etw)， 
对 反 向 弧 的 流 什 减少 etv), 由 此 得 到 网 络 N 的 流 值 更 大 的 流 f" ,用 
了 了" 代替 了 ,抛弃 所 有 顶点 的 标号 ,然后 回 到 第 二 步 

选择 并 去 掉 工 中 的 第 一 个 顶点 z, 设 顶点 工 的 标号 为 (z* ,e(z)) 或 (z 
sz)), 对 所 有 未 标号 的 顶点 y， 

la) 如 果 (z,y) E 4 且 关 zy)<c(z,y)， 则 将 顶点 ?标号 为 (z+， 
EC3))， 其 中 :e(y) = min{e(z) ,clz,y) 一 了 zy) 并 把 项 点 y 加 入 队 
列 工 ; 

(b) 如 果 (?,z) E 4 且 f(y,x) > 0, 则 将 顶点 "标号 为 (z-， 
ECy))， 其 中 :zy) = minfstz) ,f(y,z)) ,并 把 > 加 入 顶点 队列 工 。 

最 后 ,返回 第 三 步 。 


中 


名 
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在 算法 0A 结束 过 ,得 到 的 流 一 定 是 六 的 最 大 流 .事实 上 ,如 果 X 是 算法 
织 止 时 已 株 号 的 顶点 子 集 , 那 和 (XX. 叉 ) 是 一 个 最 小 部 从 定理 10. 3 得 出 每 次 
完成 第 四 步 .就 构造 了 N 的 具有 更 大 流 值 的 新 流 .与 ”方面 ,在 第 二 步 中 ,如 
果 顶 点 队列 工 是 空 集 , 那 么 网 络 NN 不 包含 三 可 增 半路 ,从 而 由 定理 10.3,f 是 
最 大 流 ,而 (多. 叉 ) 是 个 最 小 入 

作为 算法 1 A 的 说 6 , 设 网 络 性 是 图 1 . 4a 中 公 出 的 网 络 ,其 中 : 源 和 汇 


4.8 


图 10.4 
分 兄 为 < 和 在 每 条 弧 a 上 的 标号 分 别 是 < 的 容量 <(a) 和 初始 流 f(a) ,算法 
开始 时 , 标号 为 (一 ,oo), 且 只 包含 顶点 4, 当 算法 第 次 执行 第 五 步 的 标 
号 过 程 寺 ,已 标号 的 顶 .. 子 集 和 顶点 队列 / 如下: 


已 标号 的 顶点 . 
WU:(— .00) wu 
2 一 score ,3) r 
us( 一 soo)wr-( 13).s(u .2) rss 


由 于 顶点 队列 二 不 空 且 项 点 ~ 未 标号 ,所 以 算法 再 次 执行 第 五 步 ,此 寺 , 已 标 
号 的 顶点 子 集 和 顶点 队列 了 为 : 

Us 00) rs 3) :(u  ,2) ,ylr’ ,2 3 

zs:( 一 oo sri(w ,3)ws:(ze 12) .ylr ,2)。 


witls .2) yr 
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UC— oo) ralut ,3) ,ss Cu ,2) ,yr ,2), 
tbs 12) 4: (st ,2) rurt 
Ui oO) 7 (ut ,3) ,5: CU ,2) yr+ ,2) 

Wis 12) ts (st ,2) ,v1 Cy ,2) wt 

由 于 顶点 v 已 标号 ,从 而 算法 执行 第 四 步 .我 们 得 到 广 可 增 半 路 wx， 
Trlrsy)y(yrv)v: 并 且 在 这 条 半路 上 的 每 条 弧 都 是 正 向 弛 ,每 条 弧 的 流 值 都 
增加 sv) = 2, 产 生 的 新 流 f” 如 图 10. 4b 所 示 。 

算法 执行 第 二 步 .第 三 步 .第 四 步 和 第 五 步 , 直 到 顶点 2» 再 次 被 标号 ,我 们 
有 下 面 的 已 标号 顶点 和 集 ， 

WC— oo) ,rut ,1) ss Ce ,2) ww (s ,2) tC ,2) 1 Cwt 2)。 

运用 产生 的 具有 su) 一 2 的 可 增 半路 ls ,aw):Cwss)wlwiv)v ,我 们 得 到 图 
10. 4(c) 所 给 出 的 流 了 " 。 

再 由 第 二 步 开 始 ,我 们 得 到 已 标号 的 顶点 为 : 

W000) rt ,1), 

不 过 , 当 第 五 步 选择 的 顶点 + 一 r 时 ,从 上 中 去 掉 7 ,第 五 步 的 标号 过 程 没有 产 
生 任 何 新 的 已 标号 顶点 ,接着 执行 第 三 步 , 发 现 顶点 队列 工 是 空 集 , 此 时 得 到 
网 络 的 最 大 流 积 衫 应 最 小 割 ( 半 , 对 ) ,其 中 部 一 {ur)。 

在 网 络 和 网 络 流 的 定义 中 ,可 以 稍 加 改变 允许 非 负 实 值 容量 函数 利 流 ,在 
这 种 情况 下 最 大 流 最 小 制定 理 仍 然 有 效 ,不 过 Ford-Fulkeraon 算法 在 这 种 情 
况 下 就 要 失效 (可 参考 Fulkerson 的 文献 ), 但 是 上 面 提 到 的 Edmonds-Karp 算 
法 可 继续 使 用 且 仍 然 是 一 个 好 算法 。 

虽然 根据 定义 我 们 考虑 的 网 络 仅 有 一 个 源 和 一 个 汇 ,但 在 实际 应 用 中 , 许 
多 问题 必须 考 虚 多 个 源 和 多 个 汇 的 网 络 流 问 题 , 而 且 将 网 络 进 行 适当 的 改造 ， 
就 可 以 使 用 Edmonds-Karp 算法 求 出 原 网 络 的 最 大 流 .下 面 我 们 介绍 几 种 特 
殊 网 络 流 问 题 如 何 转化 为 单 深 单 汇 的 网 络 流 问题 . 

我 们 定 文 更 一 般 的 网 络 NN 是 分 别 有 两 个 非 空 ,不 交 顶 点 子 集 5 和 了 的 有 
向 图 马 和 在 弛 集 4 上 的 非 负 整数 值 函数 <, 其 中 ,5 种 工分 别称 为 网 络 六 的 源 
集 和 汇集 ,而 函数 < 称 为 N 的 容量 函数 , 记 为 N 二 (D,5,T,e) ,定义 N 的 流 f 
是 统 集 4 上 的 整数 值 函 数 使 得 对 每 条 绝 4 € 4， 

0 fla) 三 c(a]i 
对 每 个 顶点 zE YNGCS UT) ,f(z,V) = 7CY,z) 且 流 地 的 值 定义 为 val(7 一 
了 (CSVY) — FOV,S), 

在 一 般 网 络 中 确定 最 大 流 的 问题 能 够 归 入 具有 单 源 单 汇 的 网 络 , 设 网 络 

NN 是 以 5 二 {wwwsorr un) 为 狐 集 ,以 人 二 {v,,w6,… ,v0.) 为 汇集 ,以 五 为 基础 
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有 向 图 县 以 < 为 容量 函数 的 网 络 .构造 新 网 络 N' 一 〈D ,usaic ) 使 得 (1 wiv 
EE VD VDY = VD U (ezj3.4(D) = ADIU (ud) Eig 
m}U {Ct) 1 in)id 对 任意 1 人 i 芝 m 和 1 和 jac (uw) = et (oy 
v0) 二 十 oo 且 5. 对 任意 a € ACD) ,ec'(a) = cla)。 

如 果 为 网 络 NN 的 流 , 则 在 网 络 N' 中 可 产生 对 应 的 流 广 , 其 中 六 定义 如 
下 ， 


fla) a€ AD) 
fila)= rere — AV a= Gu)(l<i<m) 
AFCPCD) an) — FO VDDD) a= wi) Sin), 
容易 看 出 , 广 是 网 络 N' 中 的 流 并 且 
valCP) = val(f), (10.4) 
反之 ,如 果 户 是 N' 中 的 流 , 则 对 任意 a E ACD), 令 f(a) 二 (a) ,此 时 ， 
了 是 入 的 流 且 (10- 4) 式 成 立 . 这 就 建立 了 多 源 多 汇 的 网 络 N 的 流 与 单 源 单 汇 
的 网 络 N' 的 流 之 间 的 一 一 对 应 关系 ,因此 求解 多 源 多 汇 的 网 络 N 的 最 大 流 
向 题 可 归结 为 求解 单 源 单 汇 的 网 络 N' 的 最 大 流 问题 ,因为 狐 (w sw}(1 之 i 三 
贡 ) 和 弧 Cvj1v) (1 安 j 和 mn) 的 容量 都 是 十 oo, 故 网 络 N' 的 最 小 割 不 可 能 包含 
这 些 弧 中 的 任何 一 条 ,从 而 N' 的 最 小 审 必 是 N 的 最 小 铀 ,所 以 最 大 流 最 小 割 
定理 对 多 源 多 汇 的 网 络 尺 仍然 成 立 。 
下 面 我 们 讨论 另外 一 类 网 络 流 问题 . 设 D 是 有 向 图 且 顶 点 集 为 V , 贷 集 为 
及, 顶点 4 和 vv 分 别 为 源 和 汇 ,Cusv) 入 44 且 7 二 Vw,v} ,假定 对 任何 wE 1 
定义 非 负 整 数值 的 容量 孙 数 <(e) ,这样 就 得 到 顶点 有 容量 限制 而 就 没有 容量 
限制 的 网 络 N。 这 时 网 络 NN 中 的 流 是 指定 义 在 入 的 弧 集 和 上 的 非 负 整数 值 函 
数 了 使 得 对 任意 wE 站 
ToiY) = Vw) el), (10.5) 
(10. 5) 表示 在 每 个 中 间 顶 点 , 流 了 满足 守恒 条 件 和 顶点 容量 约束 条 件 。 
对 应 于 上 述 网 络 N ,构造 新 网 络 N' 如 下 :把 N 的 每 个 中 间 顶 点 迪 拆 为 两 
个 顶点 w ”和 w+, 用 驱 (zw ,zu+ ) 连接 并 规定 (co ,w+) 的 容量 为 <(w) ,为 了 
叙述 方便 ,约定 zx 一 x+ 一 x 且 v 二 v1 二 v ;对 六 的 每 条 驱 (zize), 对 应 和 的 
弧 (zf+zw-) 且 规定 (z+z-) 的 容量 为 十 co 如 果 7 为 网 络 闵 的 流 , 则 规定 NM 
的 流放 如 下 :对 任意 顶点 w EV, 搬 Gw eof) 一 Ko) 对 任意 (zy) E 4， 
Jr ) 二 flzyy), 反 之 ,如 果 六 是 N' 的 流 , 则 对 NN 的 任 音 弛 (z,y) € 4， 
令 f(z,y) 二 (z+ ,y ), 这 就 建立 了 NN 的 流 f 与 N' 的 流 . 忆 之 则 的 一 一 对 应 
关系 。 
由 于 (wv) 世态 ,所 以 对 音源 单 汇 的 网 络 N',N' 的 流 值 是 有 限 的 , 且 最 大 
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注 最 小 侧 定 理 成 立 .如 果 X 的 中 间 顶 点 集合 了 一 {rulvros wa) ,XX 二 {u， 
zf wi) 且 叉 二 vw? www) , 则 (XK, 以 ) 是 N' 的 割 且 c 人 (到 ， 
现 ) = < (wr vw) 是 有 限 值 .由 于 N 中 除了 从 中 间 顶 点 演化 出 来 的 红 
wr ,aot Ceor yat (cozvaot) 以 外 ,其 它 弧 的 容量 都 是 + co, 故 六 的 
最 小 割 是 N' 中 由 形 恕 (mw ,w+ ) 的 某 些 狐 构 成 的 杠 于 集 , 除 去 这 个 弧 子 集 以 
后 ,N' 中 不 再 有 u 一 v 有 向 路 , 且 这 个 弧 子 集中 各 条 弧 的 容量 之 和 最 小 ,因此 ， 
如 果 对 顶点 有 容量 限制 的 网 络 N ,定义 顶 点 割 卫 是 DD 的 顶点 子 集 使 得 DD 一 BB 
中 不 存在 u 一 v 有 向 路 ,上 且 顶点 割 的 容量 定义 为 顶点 割 中 所 有 顶点 的 容量 之 
和 ,那么 网 络 N 的 最 大 流 最 小 割 定理 可 陈述 为 ， 

设 N 是 源 和 汇 分 别 为 顶点 和 ww 的 网 络 , 且 了 为 满足 条 件 (10. 5) 的 中 间 
顶点 子 集 , 则 网 络 N 的 最 大 流 的 值 等 于 顶点 割 的 最 小 容量 。 

另 一 类 可 能 过 到 的 网 络 流 问 题 是 对 网 络 N 的 所 有 骤 和 所 有 中 加 顶点 者 
有 容量 限制 , 即 网 络 N 的 流 是 指定 义 在 N 的 弧 集 4 上 的 非 负 整数 值 函 数 , 它 
在 4 上 满足 相 容 条 件 (10. 1), 且 在 每 个 中 介 顶 点 满足 守 便 条 件 和 相 容 条 性 
(10. 5) ,那么 只 须 族 改 网 络 N' 的 定义 使 得 对 任意 (z,?) E 4,c (rr ) 一 
<(z,3) ,类 似 可 得 网 络 NN 的 流 与 网 络 N' 的 流 之 间 的 一 一 对 应 关系 。 如 果 定 文 
轨 的 混合 割 是 放 的 某 些 中 间 顶 点 和 某 些 弧 所 构成 的 集合 使 得 除去 这 个 集合 
的 所 有 元 素 后 N 中 不 再 有 #w 一 "有 向 路 , 且 定义 混合 割 的 容量 为 其 中 各 元 素 的 
容量 之 和 ,不 难看 出 对 定义 的 这 种 网 络 六 ,最 大 流 最 小 割 定理 可 陈述 为 : 

设立 是 每 个 中 间 顶 点 和 每 条 弧 都 有 容量 约束 的 网 络 , 则 网 络 N 的 最 大 流 
的 值 等 于 混合 制 的 最 小 容量 。 


练习 


1. 在 定理 10. 3 的 证 明 中 证明: 情况 2 和 情况 3。 
2. 证 明 :推论 10. 2b 的 逆 是 正确 的 , 妈 设 入 是 具有 容量 函 获 < 的 网 络 ,从 
而 证 明 , 如 果 是 入 的 最 大 流 且 (XX, 尺 ) 是 最 小 割 , 则 
cla) 如 时 a EE ( 工 , 矶 ) 
0 如 时 a € (CR,X), 
3. 设 和 NN 是 具有 容量 函数 < 的 网 络 , 且 (CX, 下 ) 是 N 的 最 小 割 。 
《a) 证 明 或 否定 :如 果 [1 和 fs 是 NN 的 流 生 在 割 ( 基 , 尺 ) 和 弧 集 ( 尽 ,X) 的 
每 条 弛 上 流 值 相 等 ,那么 f, 和 fs 是 N 的 最 大 流 。 
《b) 证 明 或 否定 :如 果 f1 和 fa 是 尺 的 最 大 流 ,那么 和 fs 在 审 (X, 尺 ) 和 
弧 集 (和 ,大 ) 的 每 条 多 上 流 值 相等 。 
4,， 由 图 10.2 中 的 流 开始 ,并 运用 算法 10A 求 最 大 流 和 相应 的 最 小 割 。 


fla) = 
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10.3 ”循环 流 


上 两 节 我 们 研究 的 网 络 都 是 有 源 和 有 汇 的 ,现在 考虑 另 一 种 特殊 网 络 ,这 
种 网 络 无 源 也 无 汇 . 

设 入 是 具有 基础 有 向 图 D= 二 (V ,4) 的 网 络 ,! 和 < 是 定义 在 4 上 的 非 负 
整数 值 务 数 且 对 任意 a E 4,4(a) 三 c(a) ,分 别称 /和 < 为 下 容重 函数 和 上 容量 
函数 ,如果 定义 在 4 上 的 函数 了 满足 ， 

fw 一 JV,v) 二 0 任意 vEV, 且 
[a) 达 fla) 之 cla) 任 党 a EA， 
则 称 7 为 网 络 N 的 循环 流 。 

易 见 对 一 般 的 网 络 N, 柏 环流 未 必 存 在 .本 节 主要 讨论 循环 流 存 在 的 条 

件 . 
首先 ,考虑 在 某 条 特定 强 (z,?)((z,2?) E A) 上 ,Lz,y) 天 0, 而 在 其 余 驱 
a 上 有 /la) 一 0 的 情况 。 
在 DD 中 添加 两 个 新 项 点 wv 及 强人 ze,?)，(z,) ,并 今 

ZN) 一 ct 人,3] — UT,Y), 

Cu) = {r,s 

ec (ra] 一 (zy), 且 

co) 一 ca) YaE4NMCr3y)}， 

于 是 得 到 源 为 4, 汇 为 0, 基 础 有 向 图 为 D' 且 容量 函数 为 <' 的 网 络 N ,显然 ,N 
存在 循环 流 的 充分 必要 条 件 是 NV' 存在 流 值 为 val( 放 ) = Ltz,y) 的 流 六 (实际 
上 是 最 大 流 )。 

事实 上 , 若 己 是 N' 上 val(P) = i(z,y) 的 流 , 令 
fz) 十 4z3) a= (x9) 

f(a) Ya€EAVz,y)}, 
从 而 得 到 网 络 N 的 循环 流 下 。 
反之 ,着 证 NN 的 循环 流 , 则 令 
fOr) Ty) a= (ry) 


f(a) 一 


_ zy) a= (uy) 
7 一 Ze23) a= (zw) 
ae) YacEA4NCzy))。 


则 也 是 iV 的 流 目 valCf) 一 上 rz,2)。 
定理 10. 5( 循 环流 存在 定理 ,Hafrfman) 设 N 是 具有 基础 有 向 图 DD 二 
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《V ,4), 下 上 容量 函数 分 别 为 :和 < 的 网 络 ,N 中 存在 循环 流 当 且 仅 当 对 任意 
顶点 子 集 久 生 V ,有 <(X, 呈 ) 之 LX ,XX)。 
证 明 ”根据 网 络 六 ,构造 新 网 络 N' 如 下 ,基础 有 向 图 PD' = (V' ,A ,V' 
=VU{uwA = AU{uzlr EVIU {zlrz EV 
c(a) 一 上 al Ya€EA 
Ca) 一 fe a= (ur),TEV 
zoV) a= (tTEV, 
网 络 N' 是 具有 基础 有 向 图 D , 源 和 汇 分 别 为 顶点 x 和 vw 且 容量 和 函数 为 < 
的 网 络 . 显 热 (u, {uw 了 ) 和 (fv 了 ,v) 是 网 络 N' 的 割 且 容 量 均 为 L(V ,V》, 从 而 网 
络 N' 的 最 大 流 的 值 不 超过 LV ,V), 如 果 了 是 网 络 N' 的 流 目 val(f) 二 ZV， 
VD) ，, 则 可 构造 网 络 N 的 循环 流 了 使 得 对 任意 弦 a € 4A,f(a) = (a) 十 La)。 
类 似 可 由 网 络 NN 的 循环 流 了 构造 网 络 N' 的 流 值 为 LV,V) 的 流 使 得 


fila)—lla) aeE4 
Pa) 一 le» a = (x,vu) 


Lz,V) a = (47), 
故 网 络 NN 存在 循环 流 的 充分 必要 条 件 是 N' 存在 流 值 为 L(V ,V) 的 最 大 流 。 由 
最 大 沪 最 小 审定 理 ,N' 存在 最 小 割 的 容量 为 L(V ,V)。 
令 CX',') 是 和 N' 的 任意 利 且 一 XU {w}, 则 
eK KRY = eX, RY + eu R) 十 起 (和 io) + eurw) 
=c(X,R) — LX,R) + LV, RY + XV 
=c(X,R) + VV — LRT,X), 
故 呈 (2 RT) 一 VW) 二 cKX, 尼 ) 一 基尼, 大 ,从 而 < ,XD 之 人 V， 
V) 与 <( 世 ,部 ) 之 1 对 ,XX) 等 价 ,图 
为 了 寻求 循环 流 或 者 判定 循环 流 不 存在 ,利用 定理 证 明 中 的 方法 往往 是 
不 实用 的 .下 面 我 们 介绍 一 种 计算 方法 ， 
设 C= woartwwrasrw…w_iaxw 是 口 的 一 个 半 图 (其 中 ,ww = 二 wo),C 上 顶 
点 排列 顺序 实际 上 是 对 C 的 一 个 定向 。 如 果 了 是 的 流 ( 不 一 定 是 循环 流 ) 且 
广 足 ， 
seo{E ca) 和 如果 一 (ourzoD7 
六 La) 和 如果 ai 一 (uiw-)， 
则 称 C 是 产 可 增 半 图 , 称 < 一 《wi;-4,w) 为 闫 向 台 , 即 缴 的 方向 和 半 俐 C 的 定 
向 相同 ,而 称 w 一 (zwisrwi-1) 为 道 向 弧 , 这 样 C 中 的 绒 可 分 成 两 类 , 记 C! 为 顺 
向 弧 的 集合 ,C- 为 道 向 红 的 集合 。 令 
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El 一 min {cla) 一 za))， 
aa 

& = min {fla) 一 4c)}， 
a€EC™ 


且 调 整 重 e 一 min{e ,es} ,显然 有 6 > 0， 
构造 网 络 N 的 新 流 六 如下; 
fla)te Ya€ECt 
7 (a) -fe —e Ya€C 
fia) Ya&C, 
不 难 验证 ,对 任何 顶点 z EV, 满足 ， 
Pr 一 万 (Yiz) = fr 一 wz) 

ja <I ta) ea eaECr 

lO Pa aeEC 
由 此 可 知 ,经 过 在 半 园 C 上 的 调整 ,使 顺 向 弧 的 流 值 增加 且 不 超过 弧 的 上 容 
量 , 使 逆向 线 的 流 值 减 少 且 不 小 于 弛 的 下 容量 ,所 以 我 们 可 以 从 网 络 N 的 任 
意 试 行 流 f( 例 如 二 0) 开始 ,保持 流 的 性 质 : 

fr) = AV,z) 有 A 
fla) 之 cla) 任意 a € 4。 

记 驱 集 4, = {a E A|fCa) < 之 4a)), 即 4 为 所 有 不 满足 下 容量 限制 的 红 .如 
果 4 = 名, 那么 了 就 是 循环 流 .如 果 4。 天 名, 比方 说 ,存在 (I,y) E 4 使 得 
fz) <5z,3) 则 在 N 中 找 一 个 广 可 增 半 圈 C 二 worwrrvs…*tw。1two 使 得 
强 (z,3) 为 C 的 顺 向 弧 , 那 么 经 过 在 半 园 C 上 流 的 调整 得 到 网 络 N 上 的 新 流 
刻 使 得 张 有 (ry) = zy] 十 6 此 时 , 记 4 二 {eEe4lte)<Ia)), 显 乓 
14,1 友 14o| 且 


了 Ga fle) < Du) 一 Ala))。 
和 


ae 


对 流 重复 这 个 过 程 直到 最 后 ,或 者 存在 "使 得 4, 二 2, 故 网 络 NN 存在 循环 
流 ,或 者 找 不 到 包含 4, 的 弧 为 峰 向 弦 的 f.- 可 增 半 团 ,此 时 就 可 以 得 到 顶点 子 
集 久 CV 使 得 <(X, 双 ) < 5 全 )， 从 而 网 络 N 不 存在 循环 流 。 

求 可 增 半 图 C 的 具体 步骤 及 找 不 到 可 增 半 团 C 时 循环 流 不 存在 的 论证 可 
用 与 算法 10A 类 似 的 方式 完成 。 

对 于 最 大 流 问 题 , 若 N 是 有 源 w 和 汇 w 的 网 络 ,我 们 在 NN 中 增加 一 条 (w， 
z) 驱 , 并 令 <(o,z) = 十 oo, 那 么 最 大 流 同 题 便 是 求 使 fw,u) 最 大 的 循环 六 
了 

有 向 图 的 有 向 Euler 回路 的 存在 定理 (定理 9. 5) 也 可 以 利用 循环 流 的 存 
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在 定理 推出 。 

给 定 连通 有 向 图 马 , 我 们 邻 每 条 弛 a 上 ,1(a) = cta) = 1, 那 么 显然 马 存 
在 有 向 Euler 回路 等 价 于 网 络 刀 存在 循环 流 . 由 定理 10. 5, 这 就 等 价 于 对 任意 
其 全 Vic(X 各 ) 之 区 入 ,X)。 对 任意 顶点 zE Y, 令 大 = {z 刀 则 <(X 各) = 
odtz) 且 上 XXX) = id(z), 即 对 任意 顶点 工 E vod(z) 之 id(z)。 文 因为 


?>od(o) = >iidto)， 
所 以 等 价 于 对 任意 顶 点 EV odo) de, 
练习 
1, 写 出 求 可 增 半 里 C 的 具体 步 狠 。 


2. 如 网 络 N 的 基础 有 向 图 不 存在 可 增 半 图 ,证 明 :X 不 存在 循环 济 。 
10.4 “最 大 流 最 小 割 定理 的 应 用 


就 像 在 第 10. 1 节 看 到 的 那样 , 剧 去 割 的 弧 就 “分 离 ” 了 网 络 的 源 和 汇 , 因 
为 Menger 定理 和 它 的 边 类 似 定理 都 是 处 理 图 中 分 离 两 个 顶点 的 集 , 所 以 这 
两 个 定理 也 许 与 最 大 流 最 小 割 定理 之 间 存 在 密切 关系 就 不 会 使 人 感到 惊奇 。 
现在 我 们 就 来 考虑 这 种 关系 。 

Menger 定理 为 ,如 果 “ 和 ”是 图 G 的 不 同 非 邻 接 项 点 ,那么 在 C 中 内 不 交 
zx 一 4 路 的 最 多 条 数 等 于 G 中 [x,v] 分 离 集 的 最 小 基数 ,类 似 , 存 在 “Menger 定 
理 形 式 ” 的 另外 一 些 定理 ,例如 :定理 2.19 就 是 Menger 定理 的 边 形式 .事实 
上 ,Menger 定理 的 顶点 和 边 形式 都 可 以 平行 地 推广 到 有 向 图 ,得 到 Menger 定 
理 对 有 向 图 的 项 点 和 弧 形 式 . 上 述 四 个 结果 都 能 直接 或 间接 地 用 最 大 流 最 小 
审定 理 来 证 明 . 以 证 明 Menger 定理 关于 图 的 顶点 形式 为 例 ,可 以 概括 找 述 证 
明 的 基本 思想 为 ,第 一 步 , 根 据 给 定 的 图 GG 构造 适当 的 网 络 Ns 第 二 步 ,在 网 络 
N 上 利用 算法 10A 计算 最 大 流 ! 第 三 步 ,如 果 网 络 N 的 最 大 流 恰 好 表示 G 中 
内 不 交 z 一 "路 的 条 数 , 则 网 络 六 的 最 小 割 就 对 应 G 的 [w“, 四 ] 分 离 集 ,从 而 中 
内 不 交 u 一 0 路 的 最 多 条 数 就 不 小 于 忆 中 的 [4,v] 分 离 集 的 最 小 共 数 :第 四 步 ， 
根据 内 不 交 wu 一 ov 路 和 [us] 分离 集 的 定义 可 知 G 的 内 不 交 w 一 v 路 的 最 多 条 
数 不 超 过 局 的 [u,v 分离 集 的 最 小 基数 . 故 忆 的 内 不 交 w 一 v 路 的 最 多 条 数 就 
等 于 局 的 [u,v] 分 离 集 的 最 小 基教 。 

为 了 给 出 Menger 定理 在 有 向 图 上 的 推广 ,下 面 我 们 引入 涉及 到 分 离 的 
某 些 术语 , 设 刀 是 任意 有 向 图 ,” 和 "* 是 刀 的 两 个 不 同 项 点 且 $ 是 顶点 集 了 的 
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子 集 ,如 果 DD 一 5 中 不 存在 x 一 " 有 向 路 , 则 称 3 为 九 的 有 向 [w,v] 分 离 集 或 
者 3 分 离 顶点 上 各 其 中 xi 雯 3。 类 似 好 ,如 果 3 是 有 向 图 忆 的 弧 子 集 , 且 
九 一 中 不 存在 zx 一 有 向 路 , 则 称 3 为 刀 的 弧 [>*,z] 分 离 集 或 者 3 分 离 顶 点 
uw 和 vw。 

定理 10. 6(Menger 定理 的 强 形 式 ) ”如 果 u 和 vv 是 有 向 图 也 的 两 个 不 同 
顶点 ,那么 忆 中 弧 不 交 w 一 " 有 向 路 的 最 多 条 数 等 于 九 中 弧 [wz] 分 离 集 的 最 
小 基数 。 

证 明 “如果 对 表示 有 向 图 刀 一 (7Y,4) 的 郊 不 交 w 一 v 有 向 路 的 最 多 条 
数 , 而 rn 为 局 的 弧 Cu,wv] 分 离 集 的 最 小 基数 ,那么 显然 有 mn 三 4, 因 此 我 们 只 需 
要 证 明 mr 之。 

设 网 络 N = (D,wvzc) 使 得 对 任意 a E 4,c(a) = 1, 由 定理 10.4,N 的 
最 大 流 y 了 的 值 等 于 最 小 割 玉 的 容量 .如 果 我 们 能 够 证 明科 cap( 天 ) 且 val( 了 ) 
科 m 那 么 就 将 完成 定理 的 证 明 。 

因为 天 是 网 络 N 的 割 ,所 以 狐 子 浊 天 是 万 的 弧 [x,o] 分离 集 , 因 此 六 
IK| = cap(K)。 

由 于 了 是 弧 集 4 上 的 非 负 整数 值 函 数 且 对 任意 a € 4,cka) 一 1, 所 以 对 
任意 a € 4,7(a) = 0 或 1, 设 DD 是 通过 航 去 DD 中 所 有 满足 f(a) 一 0 的 弧 a 
得 到 的 有 向 子 图 , 则 对 任意 a E ACD,) ,fla) = 1. 因 为 1 是 尺 的 流 , 我 们 知道 
对 每 个 zE Vuvy fr V) = [Vo fev) 一 AIVa = vf) = 
(V1v) 一 flv1V)。 又 因为 对 每 个 wEV,ftwV}= odo(w} 且 /(Viw)= 
ido Cw) ,所 以 如 果 z favo), 则 

odp (x) = idp (xz) 县 
odo Cu) — ido, Cu) = val(f) = ido(o) 一 odm(o)。 

则 由 定理 9.8: 有 向 图 D,, 从 而 有 向 图 中 ,包含 了 val《 站 ) 条 又 不 交 的 u 一 v 

有 向 路 ,因此 mw 之 val(f), 故 
现 之 val(/) 一 cap( 天 ) 之 2 二 

例如 ,为 了 确定 图 10. 5a) 中 有 向 图 刀 的 放 不 交 x 一 " 有 向 路 的 最 多 条 数 
区 ,构造 网 络 N = (D,uwv,c} 使 得 对 任意 a E 4,c(e) = 1 我们 运用 算法 10A 
到 网 络 N 得 到 图 10. 5Cb) 所 示 的 最 大 流 和 最 小 割 下, 其 中 慌 一 val(A 一 
cap(K) = 3。 事 实 上 ,入 表 示 了 有 向 图 六 的 强 不 交 u-—v 路 的 最 多 条 数 和 
基数 最 小 的 弧 La,z] 分 离 集 , 且 分 别 为 

{P = ww Ps 一 sea Py 一 wu) {ttn), Cea) (us ov)}, 


Menger 定理 的 边 形式 的 另 一 个 证 明 ( 见 定理 2. 19) 实际 上 能 够 运用 定理 
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证 bm 


4 us 
Cu 
C0) 大 = la to wl. Ta hy 


图 10.5 
10.4 到 对 应 于 已 知 图 G 的 对 称 有 向 图 D 来 得 到 ,然后 如 果 证 明 对 任意 « 关 w 
E VY, 存 在 G 的 zx 一 "路 与 刀 的 zx 一 " 有 向 路 之 间 的 一 一 对 应 关系 , 则 与 定理 
10. 6 的 证 明 类 似 可 得 G 的 边 不 交 wu 一 vz 路 的 最 多 条 数 等 于 G 的 边 [x ,wv] 分 离 集 
的 最 小 基数 。 

定理 10.7(Menger 定理 的 边 形式 ) ”如 果 # 和 vv 是 图 G 的 两 个 不 同 便 点 ， 
那么 G 的 边 不 交 “一 "路 的 最 多 条 数 等 于 G 的 边 [u,v] 分 离 集 的 最 小 基数 。 

我 们 现在 回 到 Menger 定理 的 点 形式 .在 有 向 图 中 两 条 “一 " 有 向 路 已 和 
龟 称 为 内 不 交 的 ,如 果 Y(P) 门 Y(Q) = {u,v}。 

定理 10. 8( 有 向 的 Menger 定理 的 点 形式 ) 如果 :和 ”是 有 向 图 刀 的 两 
个 不 同 顶 点 且 顶 点 4 不 邻接 到 wv, 那 么 六 的 内 不 交 w 一 v 有 向 路 的 最 多 条 数 等 
于 了 的 有 向 [4,w] 分离 集 的 最 小 基数 。 

证 明 如果 m 是 品 的 内 不 交 u 一 z 有 向 路 的 最 多 条 数 且 是 DD 的 有 向 [u， 
可] 分 离 集 的 最 小 基数 ,那么 显然 m 三 4, 因此 我 们 只 需 证 明 mm 之 n。 

根据 D 构造 有 向 图 疡 二 (V' ,4A') 使 得 V' = uv) U {fw wt lw € 
VNarzj} A = {ew wt Nw E VN U {Crt,y )| (ry) € A}, 其 
中 x 一 uw- 二 w+ 且 v 二 t 二 vt+。 由 定理 10.6, 邵 困 m' 是 DD 的 弛 不 交 w 一 vz 有 
向 路 的 最 大 条 数 而 rw 是 DD 的 弛 [4,v] 分 离 集 的 最 小 基数 ,那么 a' 二 mr ,因此 ， 
只 要 证 明达 志和 me 过 mm。 

设 B8 是 DD' 的 红 [xe,w] 分 离 集 且 18| = 如, 注意 到 号 没有 关联 到 :或 从 > 
关联 的 弧 , 所 以 可 对 每 条 4 € 8, 定 义 w, 如 下 :无 论 2 二 (wz ) 或 者 (= ， 
z+) 或 者 (y+ ,zx ) 或 者 (z+ ,za)， 其 中 了 3 EV Nuv} ,总 取 记 一 工 设 太一 
{wla € B} ,那么 WCOV\uv), 且 1WIi 达 18| 王 mw, 又 如 果 DD 一 W 中 存在 
uv 有 向 路 P= waiws, 其 中 = 二 ww 且 v=w, 那 么 P' = 
wowr wtwz "wv 是 DD' 的 wu 一 v 有 向 路 ,由 如是 DD' 的 张 [uv] 分 离 集 可 知 
B83 门 A(P') 关 好 ,从 而 存在 1 硅 i < 之 上 使 得 w' EW 与 VY(P) 站 W = 才 节 盾 ， 
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故 凤 是 忆 的 [wo] 分 离 集 且 ” 夺 | 网 | 左 对。 

又 因为 对 任意 zw EV \fusv},odp bw) 二 1 且 idp lw!) 一 1 而 且 (xzz)》 
所 4, 所 以 新 的 x 一 w 有 向 路 与 D 的 wu 一。 有 向 路 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 .根据 
D' 的 构造 方式 可 得 D' 的 两 条 “一 ” 有 向 路 是 弛 不 交 的 当 生 仅 当 D 对 应 的 
u 一 w 有 向 路 是 内 不 交 的 ,从 而 台 之 m', 故 

mm 二 夫 二 Rn 二 rn. 国 

如 果 吕 是 图 10.6Ca) 中 的 有 向 图 ,那么 为 了 确定 有 向 图 人 的 内 不 交 u 一 v 
有 向 路 的 最 多 条 数 亚 ,我 们 必须 档 造 图 10. 6Cb) 所 示 的 有 向 图 D .然后 我 们 运 
用 算法 10A, 求 得 D' 的 逆 不 交 wW--u 有 向 路 的 最 多 条 数 是 1, 从 而 m' 二 1. 事实 
上 ,我 们 能 够 运用 算法 10A 求 出 PD' 的 部 不 交 “一 " 有 向 路 的 最 大 基数 集 , 即 
{P 二 uu? 时 wv} 和 基数 最 小 的 缀 [evo] 分 离 集 {(ez ,ut )}, 这 就 产生 了 有 向 图 
口 的 一 条 wu 一 v 有 向 路 uuzv 和 有 向 [u,v] 分 离 集 {us1. 


的 a 


[gj tb) 


图 10.6 

Menger 定理 的 无 向 点 形式 也 能 运用 定理 10. 8 到 对 应 于 已 知 图 的 对 称 有 
向 图 来 得 到 、 

定理 10. 9(Menger 定理 的 无 向 点 形式 ) ”如 困 u 和 % 是 图 G 中 两 个 不 同 
非 邻 接 顶 点 ,那么 G 的 内 不 交 w 一 。 路 的 最 多 条 数 等 于 G 的 [u,0] 分 离 集 的 最 
小 基数 。 

有 趣 的 是 注意 到 Menger 定理 的 有 向 点 形式 正 是 由 Robacker 在 最 大 流 最 
小 审定 理 证 明 中 所 使 用 的 基本 工具 ， 

在 本 章 即将 结束 的 时 候 , 为 了 进一步 说 明 最 大 流 最 小 定 定 理 的 应 用 ,作为 
例子 来 证 明定 理 6. 9、 

例 ” ”如果 G 是 二 部 图 , 则 atG) = PG) 

我 们 内 要 证 明 户 (G) 之 a(G) ,假设 G 有 部 份 集 丰 和 V,, 构 造 基础 有 图 品 
= (VD) AD)) 

其 中 Y(D) = VG) U {u,v} 4(D) = {uo)}lo EV} U {vs, 


194 图 论 与 网 络 流 


zz EE VU {ov0) | 如 wv € ECG)}, 并 在 ACD) 上 如 下 定义 容量 函数 <。 
< 如 果 a 二 (ayz) 或 ea = (zr,v) 对 某 个 zEV UV 
17,| 十 1 否则 

网 络 N (Dsusv,e) ,由 最 大 流 最 小 割 定理 NN 的 最 大 流 / 的 值 等 于 一 个 
最 小 牢 兵 = (区 , 叉 ) 的 容量 ,如 果 我 们 能 够 证 明 户 (G) 之 valf 和 capK 之 a(G) 
则 这 个 证 明 就 可 完 或 ,因为 对 于 a = (ez) 或 <= (zx,v) 有 cta) 一 1 故 Ae) 
二 0 或 1. 此 外 ,因为 f(z,V(D)) = ftV (DY,z) zx EV(D), 所 以 对 也 的 每 条 
强 有 ae) 一 0 或 1 假设 valf = m, 这 样 存在 V 的 不 同 顶点 wa，…vzxa 故 得 
Au 一 1 1 所 1 所 由 所 以 Feiy) = 111 达 i 之 m, 且 却 好 存在 一 个 顶点 
Ww EEV; 使 得 (ir) E ACD), 且 flvwi) =1, 因 为 c(t) 二 1,1 之 i 之 m， 
我 们 得 到 如 果 i 关 j 那 么 wi 对 ,这 样 ,fwrw|1 三 i 己 m} 是 G6 的 一 个 边 独立 
集 , 从 而 所 (CG) 二 到 一 vatf. 

设 A= 二 Vi 门人 且 B= 一 Vs 站 X, 由 品 的 定义 方式 , 则 

K=(uA) UV, — AV,— BU (B,0) 

热 而 cap 扩 守 | 和 <c(e) 一 |V| 二 leeE(Y 一 47: 一 吾 ), 我 
们 有 (V, 一 4A,Vi 一 8B8) = 多, 因此 DD 中 从 Vi 到 V 的 全 部 就 或 者 从 4 的 一 个 
顶点 关联 或 者 关联 到 8 的 一 个 顶点 ,从 而 A U 8B 是 避 的 一 个 点 覆盖 .又 

capKk =c(u,A}+ ce(B,v) = 1AUBI 

所 以 capK = |4 UB| 之 akG), 从 而 

aG) IAU BI= eapK = valf = #0)D 

例如 ,为 了 确定 图 10. ?7(a) 中 二 部 图 的 最 大 边 独立 集 和 一 个 最 小 点 覆盖 ， 
我 们 运用 算法 10A 到 网 络 N, 该 网 络 以 图 10. 7(b) 作为 基础 有 向 图 呈 ,x“ 为 源 ， 
汇 为 ” 且 容量 函数 < 满足 

1 如 果 a = (xz) 或 ea = (zvo) 对 某 个 zEVUTV， 

‘Hol 和 否则， 

我 们 得 到 图 10. 7(c) 中 指出 的 最 大 流 和 最 小 割 , 从 而 *(G) = 所 (G) == 4， 
就 如 上 述 例子 证 明 的 那样 进行 ,我 们 有 

A=V,NR= fu 和 Be VN X= {ww,} 

因此 {usr vaavzo} 是 一 个 最 小 点 覆盖 而 (usrozywams sarwaoustos) 是 局 的 

一 个 最 大 匹配 。 
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XU tobi th) 


rey 
图 10.7 ”最 大 边 独 立信 和 最小 点 醒 次 
练习 


1. 运用 定理 10.6, 证 明 :定理 10.7 
2. 运用 定理 10.8, 证 明理 10.9。 
3. 描述 一 种 方法 运用 算法 10A 来 确定 - 空 图 的 连通 度 ( 这 ”连通 度 ) 
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第 十 章 我 们 介绍 网 络 流 的 时 收 , 仅 仅 廊 及 到 流 的 值 ,而 没有 考虑 流 的 绵 
用 ,在 许多 实际 问题 中 , 费用 的 因素 是 很 重要 的 ,例如 ,在 交通 运输 问题 中 , 往 
往 要 求 在 完成 运输 任务 的 前 担 下 ,寻求 一 个 使 总 的 运输 费用 最 小 的 运输 方案 。 
这 一 章 我 们 将 考虑 网 络 度 的 费用 问题 。 


11.1 基本 理论 


首先 ,我 们 给 出 最 小 费用 流 的 最 一 般 的 概 含 . 设 给 定 有 向 图 D 二 (V ,A4) 
以 及 定义 在 弧 集 4 上 的 汪 数 < 和 /使得 对 任意 a。 € 4,0 世 0) 莹 cla), 则 称 
< 和 1 分别 为 上 容量 函数 和 下 容 最 画 数 ,又 设 5 是 定义 在 疡 集 4 上 的 函数 且 对 
任 洁 a E A,b(a) 表示 单位 货物 通过 就 a 的 运输 费用 , 则 称 5 为 费用 函数 ;最 
后 , 设 扩 是 定义 在 顶点 集 V 上 的 函数 使 得 了 ,eyhCo) 一 0, 对 任意 顶点 v Ey， 
A(a) 表示 顶点 v 提供 的 货物 数量 , 当 h(v) < 0 时 就 表示 顶点 = 实际 上 需要 得 
到 货物 ,而 且 条 件 > ,evk(o) = 0 表 未 整个 网 络 的 供需 达到 平衡 , 则 称 函 孝 
为 供需 函数 .由 此 得 到 的 网 络 记 为 N 二 (Disc,h,6)。 

设 了 是 定义 在 网 络 N 的 弧 集 4 上 的 函数 ,如 果 了 袜 足 条 件 

(2 —fV2)=h(r rEV 
la) SZ fla) < ela), aEAa 

那么 称 f 为 网 络 NN 的 流 , 而 七 述 条 件 就 称 可 行 性 条 件 , 如 果 函 数 了 同时 满足 总 
费用 80 有 ) 一 > .ep(a) f(a) 最 小 , 则 称 度 了 为 网 络 N 的 最 小 费用 流 . 事 实 
上 ,上 述 网 络 的 定义 是 对 第 十 章 网 络 概念 的 推广 , 它 既 包 售 了 单 源 单 汇 的 网 络 
也 包含 了 多 源 多 汇 的 网 络 , 只 需 采 用 不 同形 式 的 供需 函数 即 可 .本 章 主要 讨论 
流 的 存在 条 件 . 最 小 费用 流 的 性 质 以 及 最 小 费用 流 的 算法 。 

下 面 给 出 几 种 最 常 遇 到 的 最 小 费用 最 大 流 问 题 。 

(1) 标准 运输 问题 

设 需要 对 有 ?个 产地 和 :+ 个 销 地 的 某 种 物资 组 织 运输 ,如 果 mm 个 产地 为 
weatweoae 且 对 应 的 产量 分 别 为 T1120… zo: 而 个 销 地 为 1,0,…sv, 且 
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对 应 的 销售 量 分 别 为 yy3s，p…?* 则 供需 平衡 条 件 为 
2 = 


已 知 从 产地 w 到 销 地 vw; 的 单位 运输 费用 为 和 ,要求 总 费用 最 小 的 运输 方案 ， 
即 求 一 组 fC 一 1,24… mj 二 111,24 ,n) 满足 


Ds = 

pn 

B=» j= 1,2,0n 
[>0, 1<i<ml<i<an 


并 且 使 总 典 用 6 了 1) 一 2247， 227.6ufs 达到 最 小 ,其 中 ;表示 从 产地 w 运 到 
销 地 的 物资 数量 .上 述 问题 就 称 为 标准 运输 问题 . 

我 们 构造 有 向 图 万 一 (7,4) 使 得 V 一 UY, 其 中 久 二 {wivues…e uo)， 
了 = {vonoon) 和 几 集 4 = {uv)|1 之 i 过 ml 之 j 之 nn), 并 令 c 人 wv)) 
=+ dw) = 0bu0) = Bh) = rh) —— yiSm, 
1 硅 j 达 mm)), 于 是 得 到 网 络 N 一 CD,4c,h,b), 标 座 运 输 问 题 就 是 在 网 络 中 
求 最 小 费用 流 问题 。 

(2) 最 小 费用 最 大 流 问 是 

已 知 网 络 N 一 〈D,xvave)， 如 果 对 每 条 弧 a E 4 给 出 单位 运输 费用 为 
4(a)， 则 在 流 信 达 到 最 大 的 情况 下 , 求 网 络 NN 的 最 大 流 了 使 总 费用 
227.e (a)fla) 最 小 的 问题 就 称 为 最 小 费用 最 大 流 问题 。 


如 果 在 网 络 N 上 规定 对 任意 es E 4,!(a) = 0 对 任意 中 间 项 点 < 
YNMaplpaGz) 一 0i(e) 一 az 且 h(9) 一 一 5, 其 中 心 为 非 负 实数 , 则 在 新 
网 络 上 求 得 的 最 小 费用 流 就 是 流 值 为 "” 的 最 小 费用 流 . 如 果 取 "为 网 络 N 
的 最 大 流 的 流 值 , 则 可 得 到 网 络 N 的 最 小 费用 最 大 流 ， 

〈3) 最 小 费用 循环 流 

给 定 无 源 无 汇 的 网 络 N 一.D,1,c) ,如 果 在 弧 集 4 上 定义 了 单位 运输 费 
用 5b, 且 在 顶点 集 V 上 定义 了 供需 函数 4 使 得 对 任意 顶点 v€ V,hCv) = 0, 则 
在 新 网 络 上 的 最 小 费用 流 就 是 原 网 络 N 的 最 小 费用 循环 流 . 

在 一 般 网 络 N 中 ,我 们 用 5b 了) 表示 流 了 的 费用 ,现在 首先 研究 N 上 最 小 
费用 流 的 判别 标准 。 上 一 章 我 们 介绍 了 计算 循环 流 时 ,对 流 在 f- 可 增 半 图 
上 的 调整 过 程 , 这 种 方法 也 可 以 应 用 到 最 小 费用 流 的 计算 . 若 了 是 N 的 流 , 广 
表示 在 卫 的 某 个 广 可 增 半 轿 C 上 对 了 作 了 调整 量 为 < 的 调整 后 得 到 的 流 , 则 
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六 仍然 是 网 络 N 的 流 。 现 在 比较 流 了 和 的 典 用 ， 
bf) b= PoP Ga) 一 Dola) fa) 
所 be 
= ef 3 oo — 3 5a)]. 
EC 


四 了 
我 们 把 > ,erika) 一 2 ec-aKa) 称 为 半 国 C 的 费用 , 记 为 6C) .显然 ,对 半 
图 C 的 两 个 不 同 的 定向 ,b4C) 相差 一 个 负 号 ,为 了 以 后 儿 述 方便 ,我 们 约定 以 
后 所 涉及 的 半 图 都 是 给 定 了 半 图 的 定向 .由 5b) 一 6(f) 一 2'5(C) 及 se 之 0 
可 见 : 如 f 是 最 小 费用 流 , 则 对 任意 所 可 增 半 图 C, 有 4(C) 之 0. 我 们 将 证 明 这 
个 结果 的 逆 也 是 成 立 的 ， 

定理 11.1 设 f 是 网 络 NN 的 流 , 则 /是 网 络 NN 的 最 小 费用 流 当 且 仅 当 对 
NN 的 任意 f- 可 增 半 图 C 都 有 5CC》 之 0( 即 N 中 不 存在 负 费 用 的 /- 可 增 半 
图 )， 

为 了 证 明定 理 11. 1, 我 们 需要 两 个 引 理 。 

对 任意 顶点 vu EV, 我 们 称 流 了 在 顶点 v 的 净 流出 fviV) 一 A(V ,wv) 为 
顶点 v 的 流量 , 设 f1,f: 是 两 个 在 每 个 顶点 的 流量 相等 的 流 , 即 对 任意 顶点 v 
€V, 

fo VW) 一 六 (ao) = flvV) ~ flV ,vv), 
如 果 在 半 加 C 上 满足 


ata)，aEC- 

则 称 在 半 图 C 上 f; 优 于 fi, 记 为 有 < f: 或 f, > f. 自 然 这 种 “ 优 于 "关系 是 
相对 于 半 圈 C 的 某 个 定向 而 言 的 。 

引 理 11. 1a 如 A,/ 是 两 个 在 每 个 项 点 的 流量 都 相等 的 不 同 流 , 则 存在 
半 圈 C 使 在 C 上 和 < 疡 。 ， 

证 明 ”由 很 设 了 夭 户 , 则 存在 狐 ao = (wws) 使 得 Fe) 关 记 (a), 不 
妨 设 Fa 之 产 (a1) .考虑 顶点 wi, 由 假设 ff 在 顶点 ws 的 流量 相等 , 则 或 者 
存在 缀 as 一 《wavws) 使 f(as) 世 扩 (as) ,或 者 存在 狐 we 一 《wswrws) 使 ftas》 
之 于 (az) .再 对 顶点 ws 进行 类 似 讨 论 ,由 顶点 个 数 的 有 限 性 , 故 必 存 在 半 图 C 
使 得 对 任意 a E 4(C) ,fta) 关 六 (a). 由 CC 的 构 间 方法 ,存在 C 的 定向 司 在 C 
上 f< 了 .加 

引 理 11.1b 如 f, 广 是 两 个 在 每 点 流量 相等 的 流 , 则 从 f 经 有 限 次 在 半 
圈 上 的 调整 可 以 得 到 了。 

证 明 令吉 = |{a € Alf(a) 关 六 (9))| ,如 m= 二 0, 则 下 = 广 , 结 论 成 


fe <fila), a€ECt 
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立 , 不 妨 设 m 隆 0。 由 引 理 11.1a, 存 在 半 图 Cl 使 /x 了 '. 令 f 是 了 在 半 团 C， 
上 的 调整 , 量 调 整 值 s = minf|7(a) 一 f(a)|la€ 4(CD), 则 mi 一 |{eEE 
4| 态 (a) 关 户 (oa))| 所 mm 一 1 重复 上 述 过 程 ,在 第 :次 有 和 一 0, 即 f= 了。 
加 

由 引 理 11. jb 的 证 明 可 知 ,对 任意 弧 =, 如 fa) 天 疡 (a), 则 Fo) 太太 (o) 
ff = fila) > fa) fla) > fla) > fla) 
之 … 之 f(a) = (a), 这 个 特性 在 下 面 的 证 明 中 是 非常 有 用 的 。 

现在 我 们 给 出 定理 的 证 明 ,只 证 明 充 分 性 。 

定理 证 明 ” 设 f' 是 网 络 V 的 任意 流 , 由 引 理 11. lb, 从 了 经 有 限 次 调整 
后 可 以 得 到 了 ' , 设 依次 在 半 图 C1,C，,…,C, 上 进行 调整 ,从 了 得 到 f° 。 

对 Cl 上 的 任意 弧 a, 当 a E€ Ct 时 ,f(a) 之 了 (ta) 芝 c(a), 而 当 a€ Cr 时 ， 
fla) > 了 ' (2) 之 (la), 于 是 Cl 是 了 -可 增 半 图 ,由 假设 6(C) 之 0。 

令 刻 是 f 在 C1 上 作 s 一 min{|f(e) 一 了 "(a)||a € A(C,)} 的 调整 所 得 
到 的 流 , 且 611) 一 84 有 ) 十 a6(C1) 之 84( 了 ) , 接 下 去 考虑 半 图 Cs, 由 于 在 C, 上 
用 必 牛 , 即 当 a € C+ 时 ,有 (a) 之 了 (0) ,而 当 a EC 时 ,有 (0)>> 了 "(a), 于 
是 当 a ECf 时 ff) f(D) ee) ,而 当 aE C7 时 ,f(a) 之 fi(0) 
> 了 f(a) 之 Lla), 于 是 Ci 也 是 -可 增 半 图 , 故 6(C,) 之 0, 类 似 地 得 6(f3) 之 
4&(f1) ,重复 上 述 讨论 ,得 到 

HA ELI EHUD SE Lb) = f°), 

于 是 f 是 网 络 N 的 最 小 费用 流 .加 

由 定理 11. 1 可 见 , 如 果 网 络 N 的 流 了 是 最 小 费用 流 , 则 f 必须 满足 可 行 
性 条 件 

fo 一 Fu =h), vEV 
. lla) fla) cela), a€Ed 

和 最 优 性 条 件 , 即 网 络 N 不 存在 负 费 用 的 f- 可 增 半 图 ,因此 ,我 们 可 以 通过 不 
同 的 方法 去 计算 最 小 费用 流 , 从 而 可 以 得 到 不 同 的 最 小 费用 流 算法 。 

第 一 种 方法 ,在 计算 过 程 中 ,总 使 试行 流 了 满足 最 优 性 条 件 , 而 使 逐步 
地 向 满足 可 行 性 条 件 过 长, 一旦 f 同时 满足 了 可 行 性 条 件 , 即 了 为 最 小 费用 
流 。 

第 二 种 方法 :在 计算 过 程 中 ,总 使 试行 流 了 满足 可 行 性 条 件 , 而 使 了 逐步 
地 达到 最 优 性 条 件 , 一 旦 满足 了 最 优 性 条 件 , 即 了 为 最 小 费用 流 。 

第 三 种 方法 ,在 计算 过 程 中 ,试行 流 了 既 不 满足 可 行 性 条 件 , 也 不 满足 最 
优 性 条 件 . 逐 步 地 将 了 向 满足 可 行 性 条 件 和 最 优 性 条 件 过 流 , 一 旦 了 同时 满足 
这 两 个 条 件 , 即 7 为 最 小 费用 流 。 
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需要 指出 的 是 最 优 性 条 件 有 时 是 通过 其 它 条 件 去 实现 的 ,比如 我 们 可 以 
证 明 如 下 定理 ， 

定理 11.2 设 网 络 N 一 (D,lc,h,5) 且 f 是 网 络 N 的 流 , 如 果 对 每 个 顶 
点 E ,存在 数 m( 称 为 “位 势 ") 使 得 对 任意 弧 a 一 wu) 满足 : 

To— > ba f(a) = cla), 
全 — nba fla) = l(a), LD 
则 了 是 最 小 费用 流 。 

证 明 若 C 是 f- 可 增 半 轿 , 则 当 a 一 (ww) ECr 时 ,有 Fa)<ea)， 
从 而 一 坟 达 bla); 当 a 二 (wv) EC 时 ,有 f(a) 之 La) ,从 而 一 之 
bta)。 这 样 
HO= Do Db DB Ww) 2 wm) =0, 


a€ct ac GopECt (eo EC™ 


由 定理 11. 1, 是 网 络 N 的 最 小 费用 流 . 回 
练习 


某 厂 按 合同 规定 须 于 当年 每 个 季度 来 分 别提 供 10,15,25,20 台 同 一 规格 
的 柴油 机 ,已 知 该 三 各 季度 的 生产 能 力 及 生产 每 侣 紫 油 机 的 成 本 如 下 表 所 示 。 
如 果 生 产 的 柴油 机 在 当 季 不 交 货 , 则 每 台 柴油 机 积压 一 个 季度 带 储 存 .维护 等 
费用 0. 15 万 元 。 要 求 在 完成 合同 的 情况 下 , 求 出 该 厂 全 年 生产 (包括 储存 、 维 
护 ) 的 费用 最 小 的 方案 。 


单位 成 本 (万 元 / 台 》 
10.8 


11.1 


11.0 


11.3 


11.2 ”最 小 费用 最 大 流 和 最 小 费用 循环 流 


设 网 络 N = 《Dsusw,c) ,如果 在 口 的 弛 集 妇 上 定义 了 非 负 费 用 活 数 5, 则 
求 网 络 N 的 最 小 费用 最 大 流 问 题 是 上 节 中 所 介绍 的 最 小 费用 流 的 特例 .对 这 
个 问题 ,可 行 性 条 件 就 成 为 : 
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favV) — AV ou) = 
f(z VV) — /Vr)=0 IEV\u 0} 
faV) 一 Via) 一 一 由 
Ofla) ca) ae 4， 
这 里 ,vw" 是 NN 的 最 大 流 的 流 什 。 
按照 计算 最 小 费用 流 的 第 一 种 方法 ,从 网 络 N 的 一 个 费用 最 小 的 流出 
发 ,注意 /必须 是 网 络 六 的 流 , 即 7 满足 对 任意 zx EVCDINwv} ,f(z,V) 一 
fAV ,z) = 0 和 对 任意 弧 2a € ACD),0 达 f(a) 过 cla), 若 val(f) 一 v' 达到 最 
大 ,那么 了 就 是 最 小 费用 最 大 流 ; 如 val(J) < 过 w" 未 达到 最 大 ,我 们 设法 从 7 过 
渡 到 网 络 N 的 另 一 个 流 户 使 P 仍然 是 费用 最 小 的 (相对 于 所 有 流量 为 
val( 甩 ) 的 流 ) 上 且 val(CP) > val(/) .这 就 是 说 总 得 保持 流 的 最 优 性 ,而 逐步 向 
最 大 流 过 访 , 一 旦 得 到 最 大 流 , 那 么 它 就 是 最 小 费用 最 大 流 。 
因为 当 4 是 非 负 函数 时 ,f 一 0 是 流 值 为 0 的 所 有 流 中 费用 最 小 的 ,所 以 总 
可 以 从 了 三 0 和 开始。 
我 们 要 解决 的 主要 问题 是 车 六 是 流 什 为 val 让 的 所 有 流 中 费用 最 小 的 ， 
如 何 从 了 过 小 到 另 一 个 最 小 费用 的 流 广 且 使 得 流 信 增 加 ? 
我 们 已 经 知道 ,如 果 入 是 源 和 汇 分 别 为 顶点 x 和 的 网 络 , 则 通过 流 /在 
广 可 增 半路 P 上 的 调整 ,可 以 得 到 另 一 个 流 . 设 f 不 是 最 大 流 , 则 必 存 在 的 
u 一 v 可 增 半路 P, 设 广 为 在 PP 上 调整 后 得 到 的 流 , 并 设 调整 值 为 *, 现 考察 流 
六 的 费用 ,不 难 验 证 : 

BP) =60N) te Drbla) — Ds-bta)), 
因此 , >) errpka) 一 >.er-5ka) 表 示 沿 己 增加 单位 流量 需要 的 费用 ,这 里 可 
增 半路 的 弧 子 保 P* 和 书 - 与 可 增 半 圈 C 上 的 C” 和 C7 同样 定义 ,我 们 简 
称 它 是 尸 的 费用 , 记 为 56CP)。 

利用 定理 11. 1 ,我 们 可 以 证 明 如 下 结论 ， 

定理 11.3 若是 网 络 N 的 流 值 为 val(J) 的 最 小 费用 谎 ,P 是 所 有 六 
可 增 半路 中 帆 用 65(P) 最 小 的 , 设 沿 己 的 最 大 调整 值 为 e, 疡 是 经 过 调整 后 得 到 
的 流 , 则 广 是 流 值 为 val( 广 ) = val(CP) 十 e 的 最 小 费用 流 。 

我 们 可 以 用 反 证 法 证 明 这 个 定理 ,根据 定理 11.1, 车 六 不 是 最 小 费用 流 ， 
则 必 存 在 广 - 可 增 半 团 C 使 5KC) < 0。 若 书 与 如 是 弧 不 交 的 , 则 伺 也 是 三 可 
增 半 轿 ,但 这 与 了 是 最 小 费用 流 的 假设 矛盾 . 若 忆 与 己 至 少 有 一 条 公共 村, 那 
么 考虑 公共 弛 及 C 的 定向 的 各 种 可 能 性 ,我 们 可 以 找到 另 一 条 上 -可 增 半路 使 
费用 小 于 5CP), 从 而 导致 乞 盾 ,由 于 列举 各 种 可 能 并 进行 分 析 的 过 程 是 繁杂 
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而 令 人 乏味 的 ,这 里 就 不 再 详细 讨论 了 。 
根据 定理 11. 3, 从 一 个 最 小 费用 流 过 滤 到 下 一 个 最 小 费用 流 的 关键 是 要 
寻求 最 小 费用 的 可 增 半路 .我 们 可 以 利用 求 最 短路 的 方法 来 实现 ， 
首先 注意 到 ,若是 广 可 增 半 路 ,那么 它 的 费用 是 5(P) ,根据 定义 
4 = > Ba) 一 之 bla), 


因而 ,如 果 把 P- 中 的 强 a 改变 方向 ， 并 且 令 它 的 权 是 一 5a) ,而 P+ 中 的 弧 方 
向 不 变 , 并 且 令 它 的 权 是 bla), 那 么 P 就 是 一 条 u 一 v 有 向 路 ,有 向 路 的 权 恰好 
是 可 增 半路 记 的 费用 ,这 样 就 把 求 最 小 费用 的 f- 可 增 半 路 的 问题 转化 成 求 最 
短 w 一 v 有 向 路 问题 .首先 ,我 们 分 析 一 下 哪些 弧 可 能 在 某 条 f- 可 增 半路 P 的 
P+ 中 ,哪些 弧 可 能 在 P- 中 。 

设 已 给 网 络 NN 的 流 /基础 有 向 图 DD 中 的 弧 无 非 是 以 下 三 种 类 型 之 一 : 

《1) 车 f(a) = 0, 则 弧 a 只 能 在 P+ 中 ， 

(2) 车 fta) = elo), 则 a 只 能 在 P 中 

(3) 若 0 < fla) < <(a), 则 强攻 可 能 出 现在 P* 中 ,也 可 能 在 已- 中， 

基于 上 面 分 析 , 我 们 构 坦 辅助 网 络 Nj 一 《Druvauvcrrr) 使 得 V = 二 V(D)J) 
二 V(D), 且 羽 集 dr 以 及 驱 = 的 权 如 Ka) 和 容量 cr(a) 按照 如 下 方法 构造 ， 

如 4 是 (1) 型 性 , 则 co € 4jtrta) 一 ba) 且 cr(a) = cel) 

如 a 是 (2) 型 弧 , 则 4 € Micerta) = cla) 且 brfa) = 一 6(a), 其 中 a 表示 


a 的 反 向 诉 ， 
如 a 是 (3) 铀 弧 , 则 张 a,a E dyvcrka) 一 cte) 一 Fe)vcta) = f(a) ,bila) 
=é(a) bla) =— ba), 


于 是 寻求 马 中 最 小 费用 的 王 可 增 半路 就 等 价 于 在 DD; 中 寻求 最 短 u 一 vt 有 
向 路 Py 且 在 对 应 的 f- 可 增 半 路 P 上 的 最 大 调整 值 。 一 minfcr(e)12 所 
A(P1))。 为 了 充分 利用 辅助 网 络 Nj 使 流 值 的 增加 量 “ 尽 可 能 大 ,我 们 可 以 得 
到 与 定理 11. 3 类 似 的 结果 。 

定理 11.4 设 网 络 N 二 (D,u,v,c,b) 且 了 是 网 络 N 的 最 小 费用 旅 ,并 设 
Nj 为 由 了 导出 的 辅助 网 络 且 广 是 网 络 Ny 的 最 小 费用 流 ,如 果 定 义 葛 集 4 上 
的 函数 /" 使 得 对 任意 a € A， 


fa) 十 Pa) 2 入 4 
f'(a)= I — fa) a 各 Ay 《11.2) 
fla) 十 (a) 一 三 位 ) 其 它 ， 


则 f°* 为 网 络 入 的 最 小 费用 流 且 val(f*)》 = val(f) 十 valCP)。 
根据 定理 11. 4, 我 们 可 以 求 出 Nj 中 所 有 的 最 短 w 一 v 有 向 路 P, ,Ps 
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PP, 以 及 任意 有 向 路 已 上 的 增加 值 6 使 得 
2 Sea) 
= Se 

达到 最 大 , 此 时 ,根据 已 知 的 调整 值 可 得 到 网 络 Nj 的 最 小 费用 流 ,由 
(11. 2) 对 网 络 N 的 流 进行 调整 ,得 到 网 络 N 的 流 值 更 大 的 最 小 费用 流 ,根据 
以 上 分 析 , 我 们 把 求 最 小 费用 最 大 流 的 步骤 归纳 如 下 : 

莫 法 11A( 最 小 费用 最 大 波 算 法 ) 已 知 网 络 N 一 CD,u,v,c,58) 且 对 任意 
弧 aka) 之 0。 

1. 令 了 = 0( 是 流 值 val(f) = 0 的 最 小 费用 流 )3 

2. 根据 流 了 构造 辅助 网 络 Nj; 

3, 利用 最 短 有 向 路 算法 , 求 Wy 的 所 有 最 短 上 “一 ”有 向 路 PP，…,Pu 及 
在 所 有 有 向 路 上 的 调整 值 s(1 三 i 所 m) ,得 到 网 络 Nj 的 最 小 费用 流 A 使 得 

Pa] 一 2 ecoyae4r 


4 如 果 val(CA) = 一 0%, 则 了 为 最 小 费用 最 大 流 ,算法 结束 ,否则 根据 对 
进行 调整 ,得 到 网 络 N 的 最 小 费用 流 "使 得 对 任意 a E 4， 


fla) + f(a) ag&As 
CR a A) 
fla) 二 (a) 一 la) 其 它 ; 


5. 放弃 辅助 网 络 Nj, 用 广 代替 了 并 返回 第 二 步 。 

这 个 方法 把 求 最 小 费用 最 大 流 的 问题 化 成 了 一 系列 求 辅助 网 络 上 的 最 短 
4 一 vz 有 向 路 问题 ,但 在 辅助 网 络 Ny 中 , 虱 上 的 权 必 (ea) 可 能 为 负 , 因 此 不 能 直 
接 使 用 前 面 介绍 的 最 短 有 向 路 算法 , 接 下 去 的 问题 就 是 如 何 计算 弧 权 可 能 为 
负 的 有 向 图 中 的 最 短 有 向 路 ,对 于 这 个 问题 ,我 们 有 两 种 不 同 的 解决 方法 ,1， 
根据 有 向 图 也 的 权 纪 ,我 们 定义 一 个 修正 权 48 使 对 任意 a E 4,9Ca) 0, 而 且 
用 8 作为 权 得 到 的 最 短 w 一 v 有 向 路 等 价 于 权 为 5 的 最 短 “ 一 " 有 向 路 12. 构造 
可 以 直接 求 DP 的 最 短 有 向 路 的 方法 。 

首先 ,我 们 讨论 第 一 种 方法 , 设 瑟 -1Ca) 是 第 上 一 1 次 执行 步 对 2 时 网 络 N 
的 最 小 费用 流 ,DD,_, 是 由 六 -, 导出 的 辅助 网 络 Ns-' 的 基础 有 向 图 , 且 hb-, 是 
Ns_1 的 费用 函数 ,对 任意 zf EV, 令 妃 -1(zf) 是 已 -, 的 最 短 x 一 上 有 向 路 的 权 。 

设 第 上 次 执行 步 蚤 2 时 的 最 小 费用 流 为 产 , 则 对 任意 就 (z,?) E 4 定义 
弧 (z,y) 的 修正 权 为 ; 

名 (zy) 一 入 (zy) + bir) — by), 《11. 3 
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不 难 验 证 ,对 任意 弧 ab(ae) 之 0, 且 关于 权 和 锯 的 最 短 有 向 路 问题 等 价 于 关于 
权 勾 的 最 短 有 向 路 问题 .事实 上 ,如 已. 是 Ds 中 的 任意 x 一 z 有 向 路 , 则 
OP = bP) 一 (bz) 一 下 -GD) = bP) — br) 11.4) 

这 里 包 -,(z) 是 与 P, 无 关 的 常数 。 

利用 修正 权 , 我 们 可 以 对 算法 11A 进行 修改 得 到 下 面 的 算法 。 

算法 11B( 采 用 修正 权 的 最 小 费用 最 大 流 算法 ) 已 知 网 络 N = (D,u,v， 
465) 且 对 任意 纹 a,b(a) 之 0。 

1. 令 f 三 0( 是 流 值 val(f。) = 0 的 最 小 费用 流 ) 且 上 一 0 

2. 根据 流 六 构造 辅助 网 络 Ne 

3. 利用 (11. 3) 计算 Di 的 修正 权 0 

4. 利用 最 短 有 向 路 算法 , 求 D; 的 所 有 最 短 wu 一 v 有 向 路 PP:，…P。 及 
在 所 有 有 向 路 上 的 调整 值 (1 过; 三 m), 得 到 网 络 N, 的 最 小 费用 流 广 使 得 

fla) 一 DY a€As 


0€EAP 


5. 如 果 val( 疡 ) = 0, 则 为 最 小 费用 最 大 流 , 算 法 结束 ,否则 根据 疡 对 
五 进行 调整 ,得 到 网 络 N 的 最 小 费用 流 fi+1 使 得 对 任意 4a € 4， 


fila) + fF la) 2 A 
fin(a) = I — fla) a A 
f(a) + (a) 一 (a) 其 它 ; 


6. 根据 (11. 4), 对 任意 = E V ,计算 与 (z)。 放 弃 辅 助 网 络 N,, 用 十 1 代 
埋 和 并 返回 第 二 步 。 

在 赋 权 有 向 图 D 中 ,如 果 存 在 负 的 纺 权 且 不 存在 权 为 负 的 有 向 天 , 则 我 
们 也 可 直接 用 迄 代 法 求 最 短路 .为 了 方便 起 见 , 当 (Cz,y) 车 4 时 , 令 6lz,y) 
二 十 co, 这 样 ,可 以 认为 从 任意 顶点 = 到 任意 另 一 顶点 y 都 有 弧 。 

以 6(w) 表示 最 短 一 w 有 向 路 的 权 ,不 难看 出 50) .60,),… ,6b(v,) 必 
满足 方程 ， 

如 (zi) = min{b(w) + ownv)} ,j= 1,2,.,p 


我 们 可 以 用 如 下 的 选 代 方法 求 这 组 方程 的 解 。 

开始 令 bm) = b(v1 ,0))。 

一 般 地 , 设 已 有 {6-1《2)1j = 1,2,, 坟 }， 则 对 任意 1 所 7 把 略 ,仿生 (wo) 
= min{b C0) + dvinv)) i = 12， 放 }。 当 对 每 个 1 所 科 加 Co) 
一 刀 (w) 时 ,计算 停止 ,这 时 乌 (w;) 就 是 最 短 mm 一 ww 有 向 路 的 权 ， 

实际 上 ,不 难 验证 ,4.(v,) 是 在 中 间 顶 点 的 个 数 不 超 过 i 的 条 件 下 ,最 短 
vv 一 0; 有 间 路 的 权 , 即 户 (w) 一 min{6(P)|P 为 满足 1VCP)| 达 i 十 2 的 vi 一 v) 
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有 向 路 }。 因 为 xi 一 w 有 向 路 上 至 多 有 p 一 2 个 中 间 项 点 , 所 以 计算 出 
{6,-1lvn)} 时 , 若 至 少 有 一 个 j, 使 B。-1Cwj) 关 6-akvj) ,说 明 有 向 图 了 D 中 存在 权 
为 久 的 有 向 图 ,因此 至 多 迭代 p 一 1 次 ,或 者 求 得 方程 组 的 解 ,或 者 得 到 一 条 
权 为 负 的 有 向 国 。 

由 于 在 最 小 费用 最 大 流 的 计算 过 程 中 ,每 
次 都 保证 有 是 流 值 为 val CA) 的 最 小 费用 流 ， 
从 而 辅助 网 络 Ns 中 不 存在 权 为 负 的 有 向 图 ，,,。 
故 上 述 算法 可 以 直接 在 最 小 费用 最 大 流 的 计 
算 过 程 中 使 用 。 | 

例 ”在 图 11.1 所 示 网 络 中 ,每 条 弧 a 夯 四 
的 数 是 8(a) 和 cla) ,图 11. 2 表示 了 最 小 费用 图 11.1 
最 大 流 的 计算 过 程 ,顶点 z 上 的 数 是 从 # 到 顶点 的 契 离 ( 即 最 短 一 有 向 路 
的 权 ), 粗 线 表示 了 最 短 uv 有 向 路 。 


K wo) ff 
， CS 9 
YN 


206 图 夫 与 网 络 流 


现在 介绍 第 二 种 寻求 最 小 痪 用 最 大 流 的 方法 。 
先 从 网 络 N 的 任意 最 大 流 fo 出 发 .一 般 地 , 设 已 给 最 大 流 f, 检 查 每 个 


三 - 可 增 半 圈 的 费用 ,车 所 有 f- 可 增 半 图 的 凌 用 非 负 , 则 产 


是 最 小 并 用 最 大 


流 , 算 法 结束 ,否则 存在 竟 用 为 负 的 妨 - 可 增 半 图 C. 对 六 在 可 增 半 图 C 上 做 调 
整 , 设 六 是 疡 在 C 上 笑 翅 整 后 的 流 , 其 中 调整 值 


上 一 min {min {feta)— 


万 (a)]， min 六 Ca)j， 


则 for 仍然 是 网 络 的 复 大 流 ， 并 且 &fit0) < sD), 对 记 +1 重复 上 述 过 程 。 
“类 似 于 第 一 种 方法 的 分 析 , 如 由 天 构造 的 辅助 网 络 为 N,, 则 求 负 费 用 的 
巨 - 可 增 半 国 就 等 价 于 在 N, 中 求 权 为 负 的 有 向 置 。 
因此 ,第 二 种 方法 的 计算 步 台 可 归纳 如 下 CKleim 1967) 


(DD 求 NN 的 最 大 流 f， 
一 般 地 ,车 已 有 最 大 流 /,; 

《2) 由 构造 辅助 网 
铭 Nis 

(3) 在 N, 中 寻求 权 为 
负 的 有 向 图 ,如果 没有 找 
到 , 则 是 最 小 费用 最 大 
流 , 算 法 结束 , 否则 N, 中 
存在 权 为 负 的 有 向 图 , 故 
得 到 权 为 负 的 有 - 可 增 半 
车 CC 权 为 负 的 有 向 图 的 方 
向 与 可 增 半 轿 CC 的 定向 一 
致 ), 令 ft 是 有 在 C 上 作 
< 调整 后 的 流 , 转 回 到 (2) 。 

例 求 图 11.1 的 最 
小 费用 最 大 流 .运用 第 二 


图 11.3 


种 方向 的 计算 过 程 ,如 图 11. 3 所 示 , 粗 线 表 示 的 是 负 图 。 


最 后 我 们 介绍 由 Fulkerson 1961 年 给 出 的 关于 最 小 痪 用 循环 流 的 一 种 算 


法 。 


已 给 网 络 N 一 (D,i,e ,如 ) ,网络 N 的 最 小 费用 循环 流 问 题 是 求 流 了 使 得 


fu 


fVmD=0, vEV (11.5) 


WEI ela), a€E A 《11.6) 
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并 且 总 费用 6 内 一 > 。b(e)A(e) 达到 最 小 。 

本 节 的 算法 基于 第 三 种 方法 ,利用 定理 11.2 的 笨 件 去 判断 一 个 访 是 否 为 
最 小 费用 流 .下面 提 到 的 流 是 指 满足 (11. 5) 和 (11. 6) 的 循环 流 。 

般 设 我 们 给 一 组 位 势 {t} 及 一 个 试行 访 /满足 (11. 5), 但 不 一 定 满足 
(11.6) 的 流 ), 则 强 焦 4 可 划分 为 九 类 ( 见 图 11. 4) 。 

定义 这 九 个 类 如 下 


a= {a = (vo) € Aln — < ba), fla) = La))}, 

B= {a= (Yo) € Alr; — wi = bla) ,lla) < fla) < ela)}, 
Y= {a= (one € Alw — > (a), fla) = cla)}, 

m= {a= (ww) E Alm — < ba), fla) < la))}, 

B= {a= (vv) EAI — r= ba) fa) < 天 Ia)}， 

P= {a= (vo) € 4 — n> bla), fa) < ea)}, 

ao 一 fa 一 (oo €E Aln — nha) fa) > La)}, 

B= {a= (v0) €E Alm — m= ba),fla)> ela))} 有 

Y= {a = (v0) € Alrj — tw > ba) fla) > cla)}, 


我 们 把 弧 集 a,p,Y 中 的 弧 称 为 合 人 
格 驱 ,其 余 的 驱 称 为 不 合格 弧 。 


我 们 的 目的 是 把 所 有 的 缉 都 变 为 
合格 缴 。 
对 每 条 弧 ,给 它 一 个 非 负数 fa)， “全 T 
作为 衡量 该 驱 合 格 与 不 合格 程度 的 数 | 
量 指标 
0 a€aUBUrY Ka) cay feay 


Ed) 一 ra) eaEaUR 
l(a) =4c(a) ~ fla) a EN 
fla) —ita) a€ a, 
fla) — cela) a€ BUY,, 
于 是 不 合格 新 对 应 的 9(a) > 0， 
方法 是 从 试行 流 f 和 一 组 位 势 {m,} 出 发 ,每 步 或 者 改变 流 , 或 者 改变 位 
势 , 逐 步 地 使 所 有 部 变 为 合格 弧 , 最 后 得 到 最 小 费用 循环 流 。 
族 或 位 势 的 改变 是 利用 Minty 架 色 定理 去 实施 的 ,所 以 我 们 先 介 绍 这 个 


图 11.4 
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定理 。 

定理 11. 5(Minty) ”给 定 有 向 图 上 = (VCD),ACD)), 用 红 、 蓝 . 黄 三 种 闫 
色 给 ACD) 的 所 有 弧 染 色 使 得 如 果 弛 (u,v) 是 红色 弧 , 则 如 下 论断 中 一 个 且 仅 
有 一 个 成 立 。 

(1) 疆 (uavo) 包含 在 某 个 半 图 C 中 ,C 是 由 红 、 走 色 弧 构成 ( 称 为 红 蓝 半 
图 ), 并 且 C 上 所 有 红色 骤 或 者 都 属于 C+ 或 都 属于 C-。 

(2) 强人 aa) 包含 在 架 红 黄 两 色 的 弧 焦 ( 多 ,好 ) LU ( 叉 , 允 ) 中 ,并 且 所 有 红 
色 绝 都 属于 (和 ,到 ) 或 都 属于 ( 叉 ,多 )， 

证 明 ”首先 证 明 论 断 (1》 和 (2) 不 可 能 同时 上 成立, 著 不 然 , 设 C 一 
vuiva*…*wsuv 是 (1) 中 红 蓝 半 团 ( 记 v 一 vote 一 ww1) ,4 二 (区 , 玉 ) U ( 叉 ,X) 是 
论断 (2) 中 染 红 ,黄色 的 强 集 ,不 妨 设 vE 久 ,这 样 (u,v) € ( 尽 ,X), 设 是 vo， 
Vivre ovovstt 中 第 一 个 不 属于 外 的 顶点 (1 三 i 过 十 1) ,这 样 的 wv 显 然 存 
在 ,以 a 表示 C 上 以 vw-, 和 为 端点 的 弧 。 因 a E ACC) 站 n 4, 故 必 是 红色 层 。 
由 (C1) 推 知 :a = Cv;-1,w) ,但 由 (2) 得 到 ,a = Cvsvi-1) ,这 是 一 个 矛盾 。 

现在 我 们 构造 性 地 证 明 论 断 (1)》 和 (27 也 
一 般 地 , 设 已 有 轧 , 按 如 下 原则 在 A 一 (XX,, 允 )) U (于 ,ZE,) 中 选 弧 , 选 A 中 
的 蓝 色 弧 ,或 (和 ,元 ) 中 的 红色 弧 , 把 所 选 弧 的 端点 放 入 成 得 系 + ,重复 这 个 
过 程 ,进行 到 某 一 步 , 必 出 现 如 下 情况 之 一 :CDw € X41C2)w 入 ,而 A 中 设 
有 可 选 强 。 易 见 情况 (1) 发 生 时 ,就 得 到 论断 (1) 成 立 的 红 蓝 半 图 C, 而 情况 
(2) 出 现时 ,就 得 到 使 论断 (2) 成 立 的 红 黄 弧 集 4 二 (天, 怀 )》 U ( 叉 ,) .加 

现在 ,我 们 给 弧 集 4(D) 的 每 条 弧 染 色 。 

如 果 弧 a = (vi,v 1) 使 得 la) 之 fa) < 之 cela) 及 rj 一 二 6la), 则 对 fla) 
的 适当 增 戚 不 会 变 成 不 合格 缴 , 我 们 把 弛 a 染 成 蓝 色 ， 

如 果 弧 e 一 (way) 使 得 fa) 二 4a) 及 w 一 w= 二 6la) 或 4 是 a,B 和 
7 类 弧 , 则 可 增 大 /Ca), 而 不 能 减 小 Ca) (否则 合格 弧 将 成 为 不 合格 强 ,或 者 
不 合格 弧 的 不 合格 程度 更 大 ) ,我们 把 弧 a 集成 红色 。 

如 弧 a 一 (vsv)) 使 得 fla) 一 cl4) 及 Tw 一 zw 一 &(a) 或 4 是 %6,8.,8, 类 
弧 , 则 可 减少 /《a) ,而 不 增加 /ta) ,我 们 把 驱 e 改变 方向 并 染 成 红色 。 

如 强 a 一 (ooi) 使 Fa) 一 ca 一 而 人 ba) ,或 fla) 二 a) 一 x 
达 6(a), 则 fCa) 不 改变 ,我 们 把 红 < 换 成 黄色 。 

取 一 条 红色 的 不 合格 弧 (z,), 由 定理 11.5, 或 者 存在 含 (u,v) 的 红 蓝 半 
圈 C ,成 者 存在 含 (x,) 的 红 黄 弧 集 4 一 (X,X) U (又 ,X)。 

注意 到 这 样 的 红 蓝 半 图 C 或 红 黄 弧 集 4 中 ,可 能 包含 改变 了 方向 的 红色 
慑 ,为 了 区 别 起 见 我 们 用 Ca,Aa 来 记 架 色 后 的 半 图 和 强 集 ,而 以 C,A4 记 原 网 
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络 DD 中 相应 的 半 略 和 弧 集 。 

如 果 存 在 包 售 (u,v) 的 红 蓝 半 医 Ca,Cr 上 的 红色 弧 与 (u,v) 的 方向 一 致 ， 
这 就 相应 地 得 到 了 一 个 可 增 半 圈 C, 沿 C 对 了 作 适 当地 调整 ,调整 量 为 e, 这 将 
使 驱 人 az) 的 9lu4v) 或 者 弧 (ava) 的 8Lv,u)( 视 Cr 中 的 红 弧 (xz) 是 否 改变 
方向 而 定 ) 减 小 ,而 不 增 大 其 它 弧 的 ga)。 

现在 讨论 一 下 e 值 的 选取 ,以 尺 , 召 表示 红色 和 蓝 色 红 集 。 

令 6&=min{c(a) — fla)la = (ww) € RCCT)U BCCT) Ny— n= 
ba)}, 

名 一 minfffa) — la)la = (wiv) € RCCT)U BIC TO) Wn — n=— 
sla)}, 
这 里 RCC*) 表示 C+ 中 的 红 弧 ,其 余 记 号 类 似 定 义 ， 

如 6 三 min{eivea), 则 不 会 有 合格 弧 变 或 不 合格 驱 。 

令 =mintle(a) — foa)lla= (tov) ERICT URGC om 一 而 
> bla)}, 

&=min{ll(e) — fla)lla= Curw) € ROCCT) URIC-)m — < 
bta)}。 

如 8 三 min{ess,e,}, 即 不 要 比 使 不 合格 弧 改 变 成 合格 弧 所 需要 的 量 大 , 干 
是 令 e = min{e ete} > 0。 

在 C 上 ,对 流 了 作 * 的 调整 ,从 而 C 上 每 条 不 合格 弧 的 ge 下 降 e, 而 合格 
弧 仍 是 合格 弧 。 

如 存在 一 个 红 黄 红 集 ha 包含 (usv) 。 设 An = (XX,)U (XX EX， 
v EE 下, 则 As 中 所 有 红 弧 与 (avz) 方向 相同 。 

如 果 把 叉 中 每 点 的 位 势 增加 gp, 则 只 影响 hs 中 各 弧 的 x 一 元 值 , 记 4+ 一 
(XX, 叉 ),A- 二 ( 玉 ,XX), 则 由 于 及 中 每 点 的 位 势 增加 了 儿 故 4? 的 弧 的 到 一 所 
值 增加 gp,4- 中 每 条 弧 的 mi 一 所 值 减少 9, 只 要 选取 适当 的 pr 可 使 某 条 必 < 一 
avoi) 的 9ta) 减 小 ,而 不 增 大 其 它 攻 的 9 值 。 

现在 讨论 一 下 8 的 选取 ,以 只 ,7 分 别 表 示 红 黄 弧 集 。 

令 册 一 minfm 一 tba)le= (vv) E YA ) fa) = cla))}, 

B=minda) — nt nla = wv) EVOLAT), fla) 一 Pa))。 

如 Pp 三 min{9.,9}, 则 不 会 有 合格 饭 变 成 不 合格 放 。 

邻 =min{fsy 一 而 一 ba)la 一 (ao €E ROADY LD) SE fe) 
cta)}, 

负 一 minf5tae) — w+ ma = iy) €E RAT < Fa) < 
ca)}, 
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如 果 9 三 min{ 负 , 负 ), 即 不 要 使 比 不 合格 弧 变 成 合格 弧 所 需要 量 大 .于 是 
邻 g= min{(f pn} 

如 9 二 十 0, 则 每 个 8(i = 1,2,3,4) 在 空 集 上 取 值 .这 时 对 任意 a € (X， 
不 ), 有 f(a) > cla) 4 对 任意 a € ( 巡 ,X), 有 f(a) < La) ,于 是 (和 克 ) 之 
L 叉 ,XX) ,说 明 网 络 N 中 不 存在 循环 流 。 

如 ?二 呈 戈 名 , 则 至 少 有 一 条 不 合格 弧 变 成 合格 对 1 如 9 二 妇 或 名 , 则 至 少 
有 一 条 黄色 弧 变 成 红色 骤 ( 可 能 有 红色 弧 变 成 黄色 弧 ), 从 而 在 探寻 半 图 或 统 
集 ( 下 ,天 ) U ( 玉 ,X) 时 ,多 至少 多 了 一 个 点 。 

由 上 面 分 析 , 我 们 可 以 把 最 小 费用 循环 流 的 计算 步 双 归纳 如 下 : 

开始 ,给 试行 流 (如 了 三 0) 及 一 组 位 势 {w,} (例如 三 0)。 

《1) 染色 和 选 饭 。 

a. 选 一 条 不 合格 新 (zx,)( 如 无 不 合格 弧 , 则 得 最 小 费用 循环 流 ) 。 

b. 给 弧 染 色 ( 必 要 时 改变 怕 的 方向 ) ,利用 Minry 染色 定理 中 的 方法 选 弧 ， 
如 得 红 蓝 半 圈 Cn, 转 入 (2) ,否则 得 红 黄 弧 集 A 一 〈X ,下 ) U (下 ,XX), 转 入 
(3)。 

《2) 改变 循环 流 , 由 Ca 确定 6, 令 广 为 f 作 调整 后 的 流 , 转 入 (1)a。 

(3) 改变 位 势 ,由 As 确定 ,如 p= 十 0, 则 不 存在 循环 流 ,否则 把 叉 中 各 
点 的 位 势 增加 gp 如 (us,w) 变 合格 统 , 则 转 入 (1)a, 否 则 转 入 (1)b。 

最 后 ,我 们 指出 : 若 不 限制 Ca) 之 0, 则 上 述 方 法 仍然 是 适用 的 ,只 是 在 得 
到 一 个 红 蓝 半 图 确定 < 时 ,可 能 一 十 oo, 这 表明 网 络 中 有 负 费 用 的 半 图 ,而 半 
圈 上 的 统 的 流量 无 上 界 ,这 样 网 络 中 没有 有 限 的 最 小 费用 循环 流 。 


练习 


1. 《1) 证 明 : 由 (11.2) 定义 的 修正 权 g(wai) 非 负 。 

(2) 利用 修正 权 的 方法 解 图 11.1 所 示 的 最 
小 帆 用 最 大 流 问题 。 

2. 设 网 络 NN 一 (Dsusvs,c) 上 最 大 流 值 为 
val(F" )， 已 知 部 (uvai) 上 增 大 单位 窜 量 所 需 的 
由 用 6eimi) 之 0, 现在 要 使 N 上 的 最 大 流 信 
val(7) > val(A) ,问题 是 如 何 增 大 某 些 缴 的 客 量 ,使 所 需要 的 总 费用 最 小 ? 
氢 述 解决 这 个 问题 的 方法 。 

3, 利用 第 2 题 , 解 右上 图 所 示 的 改善 现 有 网 络 的 问题 ; 

(Lval(f) = 91 

(2)val(/) 一 16, 图 中 每 条 避 汰 的 数字 是 又 的 容量 <(a) 和 席 用 bla)。 
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符号 
A(D) 
A(G) 
al(G) 
a'(G) 
B(G) 
Ce 
CG) 
CCG) 
ela) 
capK 

D 

d (u,v) 
degc(v) 或 deg(v) 
diamG 
E(G) 
etv) 
ex(niF) 
G 

SG) 
idv 
i(G) 


K。 

Ktr,s)or 长 
Klpispar ps) 
Kk 


符号 集 

舍 义 符号 
有 向 图 弧 集 S 
邻接 矩阵 V(G) 
点 - 随 度 VD) 
边 - 萌 度 valf 
关联 矩阵 wte) 
n 阶 图 wT) 
闭 包 Z(G) 
tn 十 1)- 闭 包 atG) 
弧 a 容量 atG) 
割 K 的 容量 RG) 
有 向 图 PCG) 
距离 TG) 
顶点 v 的 度 Y(G) 
直径 AtG) 
图 的 边 集 8(G) 
离心 率 ec) 
极 数 KKCG) 
图 «"(G) 
亏 格 KG) 
入 度 XG) 
下 支配 数 GY) 

XS) 
n 阶 完全 图 wa(G) 
完全 两 部 图 [ea 
完全 k- 部 图 Ga 


正则 完全 k- 部 图 GSG， 
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人 省 义 

亏 格 k 的 曲面 
顶点 集 

有 向 图 顶点 集 
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k(G) 分 支 数 GIUG: 并 

kG) 奇 分 支 煞 G 十 Ga 联 

MG) 匹配 Gi*G, 第 卡尔 积 

N 网 络 GPG: 因子 分 解 

NCvyINCIU) 邻 域 HEG 子 图 

N[v],N[U] 闭 邻 域 H<G 导出 子 图 

odv 出 度 <U> UU 导出 子 图 

p 或 p(G) 图 的 阶 G—y 删除 一 个 项 点 

P, n 阶 路 G 一 e 蓟 除 一 条 边 

q 或 a(G) 图 的 大 小 G+f 加 上 一 条 边 

GG Gs 

r 面 数 GD 指向 

rad 半径 MAM: 对 称 差 

rCnym) Ramsey 数 [zl1 表示 不 个 = 的 
表示 不 大 于 的 


IT(GuGe Gn) 广义 Ramsey 数 Lxj 最 大 整数 
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附录 2 
名 词 索引 
《每 一 术语 后 列 出 英语 译文 以 及 在 本 书 中 初次 出 现 的 页 码 》 
三 划 

大 小 size 2 
有 向 图 大 小 size of a digraph 155 
图 的 大 小 size of a graph 2 

子 图 subgrapb 6 
有 向 子 图 aubdigraph 155 
生成 子 图 spanning subgraph 6 
生成 有 向 子 图 spanning subdigraph 155 
导出 子 图 induced aubgraph 6 
导出 有 向 子 图 induced subdigraph 156 
边 -导出 子 图 edge-induced subgraph 6 
弧 导 出 有 向 子 图 arc-induced subdigraph 156 

亏 格 Benua 92 
图 的 亏 格 genus of a graph 92 
曲面 亏 格 genus of a surface 92 

四 划 

支配 集 dominating set 113 
独立 支配 焦 independent dominating aet 118 
最 小 支配 集 minimal dominating set 113 
极 小 支配 集 minimum dominating set 114 

分 支 component 11 
连通 分 支 connected component 11 
奇 分 支 odd component 101 
强 连 通 分 支 strangly connected component 158 

中 心 center 12 

公式 formula 


下 -公式 Euler's Formula 68 
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E- 多 面体 公式 
Cn-) 方 体 
分 离 
分 离 (二 个 顶点 》 
分 离 集 
边 -分 离 集 
点 分 离 集 
弧 分 离 集 
五 划 


E- 边 可 染色 
边 -染色 
E- 边 染色 
n- 边 -连通 图 
边 割 
邻接 边 
图 边 
边 独 立 集 
边界 


Euler Polyhedron formula 


(n-)cube 

aeparate 
separate (two verticea) 
aeparate set 
separate set of edgea 
aeparate set of vertices 


separate set of arc 


fragment 
R-fragment 
length 
length of a walk 
matching 
maximum matching 
matching perfect 
edge 
addition of edge 
deletion of edge 
edge chromatic numher 
edge calor clasa 
edge set 
k-edge-colorable 
edge-coloring 
k-edge-coloring 
n-edge-connected graph 
edge-cut 
adjacent edges 
cycle edge 
independent set of edges 
houndary 


191 
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半路 semipath 158 
全 可 扩 半 路 f-angmenting 179 
f- 未 愧 和 半路 f-unsatureted 179 

半 图 semicycle 158 

半途 径 semiwalk 158 

半径 radius 41 

母 图 eupergreph 5 

六 划 

闭 包 closure of s graph 57 

团 cliue 23 

权 weight 14 

阶 order 2 

因子 factor 101 

1-faetor 101 
k-factor 101 

因子 分 解 {factorization 102 

曲面 surface 92 
可 定向 的 曲面 orientable surface 92 

网 络 network 174 
网 络 的 拒 sink of a network 174 
网 络 的 源 source of 8 network 174 

有 向 图 digraph 154 
E- 有 向 图 Eulerian digraph 165 
H- 有 向 图 Hamilton digraph 166 
平凡 有 向 图 trivial digreph 155 
正则 有 向 图 regular digreph 157 
对 称 有 向 图 symmetric digreph 156 
完全 对 称 有 向 图 complete symmetric digraph 157 
强 连通 有 向 图 strongly connected digraph 158 
网 络 的 基础 有 向 图 underlying digraph of s network 174 


同 胚 homeomorphism 74 
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从 一 个 图 同 有 是 
间 胚 图 
与 一 个 图 同 是 
关联 
顶点 和 边关 联 
回路 
E- 回 路 
收缩 
问题 
四 色 问题 
哥 尼斯 堡 七 桥 问题 
Heawood- 地 图 保 色 问 蝴 
中 国 邮 递 员 癌 题 
推销 员 问 题 
砖 瓦 厂 问题 
婚姻 问题 


最 小 块 
连通 度 (连通 性 ) 

边 连通 度 

点 连通 度 
邻 域 

顶点 集 的 邻 域 

项 点 集 的 闭 邻 域 
邻接 

从 有 向 图 的 顶点 邻接 


homeomorphism from a graph 
homeomorphism graph 
homeomorphism with a graph 
incident 
incident vertex and edge 
cireuit 
Eulerian circuit 
contraction 
problem 
four color problem 
Kenisberg bridges problem 
Heawood map coloring problem 
Chinese postman problem 
traveling salesman problem 
Brick-factory problem 
Marriage problem 


block 
acycliec block 
critical block 
cyclic block 
end-block 
minimal block 
connectivity 
edge-connectivity 
Yertex-connectivity 
neighborhood 
neighborhood of a set of vertices 


neighborhood of a set of vertices closed 


adjacent 


adjacent from (vertices in a digraph) 
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100 


邻接 到 有 向 图 的 顶点 
邻接 边 
邻 楼 顶点 

人 划 


E- 图 

H- 图 
Peteraen 
tp+q) 图 
(oa-) 色 图 
一 类 图 

二 类 图 

二 部 图 

n- 部 图 

三 角 剖 分 平面 图 
不 可 分 四 
不 同 构图 
不 连通 图 
无 圈 图 
平凡 图 
非 平 凡 图 
平面 图 

可 平面 图 
外 平面 图 
外 可 平面 图 
正则 图 
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adjacent to 《vertices in a digraph) 154 


adjacent edges 


adjacent vertices 


diameter 

forest 

arC 
saturated arc 
unsaturated arc 

名 raph 
eulerian graph 
Hemiltonian graph 
Petersen graph 
(p,q)graph 
ln-) chromatic graph 
clsas one graph 
class two graph 
bipartite graph 
n-partite graph 
triangulated planar graph 
nonseparable graph 
nonisomorphic graphs 
disconnected graph 
acyclic graph 
trivial greph 
nontrivial graph 
plane graph 
planar graph 
outerplane graph 
uterplanar graph 
regular graph 
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(n- 度 ) 正 如 图 
对 价 图 

对 偶 图 的 基础 图 
擅 图 

多 重 图 

有 向 图 的 基础 图 
完全 图 
完全 二 部 图 
完全 n 部 图 
完美 图 
块 - 制 点 图 
补 图 

自 补 图 

同 构 图 
连通 图 
Cn-) 连 通 图 
极 图 

细 分 图 

图 的 同 构 

图 的 联 

图 的 并 

空 图 

线 图 

定向 图 
标定 图 
相等 图 
皇后 图 

临界 n- 色 图 
竞赛 图 

传递 竞赛 图 
竞赛 图 得 分 序列 


regular graph (of degree n) 
dual grapha 

underlying graph of a dual 
paeudograph 

multigraph 

underlying graph of digraph 
complete graph 

complete 2-partite graph 
complete n-partite graph 
perfect graph 
block-cutpoint graph 
complementary graph 
aelf-complementary graph 
isomorphic graphs 
connected graph 
(n~)connected graph 
extremel grapha 
aubdivision graph 
isomorphiam of graphs 
join of two grapha 

union of two graphs 

mpty graph 

line graph 

oriented graph 

labeled graph 

equal graph 

queen graph 
n-color-critical graph 
tournament 

transitive tournament 


mcore sequence of a tournament 


157 


126 


170 


最 大 可 平面 图 
最 小 n- 色 图 
赋 权 图 

定向 

环 柄 

顶点 
顶点 集 
删 去 项 点 
M- 顶 点 
网- 项 点 
中 心 顶点 
偶 顶 点 
奇 顶点 
邻接 项 点 
连通 顶点 
孤立 项 点 
悬挂 顶点 
顶点 割 

细 分 

定理 
四 色 定 理 
有 向 图 论 第 一 定理 
图 坨 第 一 定理 
五 色 定理 
多 面体 定理 
Menger 定理 
Kuratowski- 定 理 


maximal planar graph 
n-calor-minimal graph 
weighted graph 

orientation 

handle 

vertex 
Vertex set 
deletion of vertex 
M-vertex 
M-vertex 
center vertex 
even vertex 
odd vertex 
adjacent vertices 
connected verticee 
iaolated vertex 
endvertex 
vertex-cut 

subdivision 

theorem 
four color theorem 
fiat theorem of digraph theory 
firet theorem of graph theory 
five-color theorem 
theorem of palyhedra 
Menger's theorem 
kuratowaekiva theorem 


loop 


face 


[ace of a plane graph 
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69 
121 
14 
156 
92 


98 
98 


65 
65 
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平面 图 的 外 面 
冠 
度 

入 度 

出 度 

有 向 图 的 顶点 度 
图 的 顶点 度 
最 大 上 度 
最 小 度 

点 独立 集 

最 大 点 独立 集 
迹 

图 的 迹 

有 向 图 的 迹 
FE- 迹 

有 向 已 - 迹 

树 

有 向 树 

有 根 树 

n- 叉 树 

2- 叉 树 

完全 n- 叉 树 
平衡 有 根 树 
有 序 树 
生成 树 
最 小 生成 树 
万 上 度 

边 萌 度 
点 萌 度 


关于 点 萌 床 临界 
厚度 


exterior face of a plane graph 
corona 
degree 

in-degree 

out-degree 

degree of a vertex in a digraph 

degree of a vertex in a graph 

maximum degree 

minimum degree 
independent aet of vertices 

maximum independent set of vertices 
trace 

trace in a graph 

trace in a digraph 

eulerian trace 

eulerian in a digraph 
tree 

directed tree 

raoted tree 

n-ary tree 

binary tree 

complete n-ary tree 

balanced rooted tree 

ordered rooted tree 

spanning tree 

minimal spanning tree 
arboricity 

edge-arboricity 

vertex-arboricity 

critical (with respect to vertex-arbor- 
icity)》 
thicknese 


65 
115 


154 
154 
154 


60 
60 
10 
10 
158 
50 
165 
36 
160 
160 
161 
162 
161 
163 
162 
38 
43 
48 
48 
46 


47 
91 


佬 途径 

不 同 途径 

相同 途径 

有 向 途径 
途径 长 度 

开 途 径 

平凡 途径 

容量 

弧 的 容量 

着 的 容量 

流 

应 的 流 
网 络 的 流 
最 大 流 

循环 流 
最 小 费用 流 
最 小 费用 最 大 流 
最 小 费用 循环 流 
访 值 

净 流 


edge-~thickneaa 


bridge 
product 
catesian product 
root 
eccentricity 
matrix 
incidence matrix 
adjacency matrix 
walk 
cloaed walk 
different walk 
equal walk 
walk in a digraph 
length of walk 
open walk 
trivial walk 
capacity 
capacity of an arc 
capacity of a cat 
flow 
flow in an arc 
flow in a network 
maximurm flow 
circular flow 
minimal cost flow 
minimal cost maximum flow 
minimal circalar flow 
velue of flow 


net flow 
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91 


22 


174 
174 
176 
175 
175 
175 
176 
187 
196 
197 
197 
176 
176 
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一 个 顶点 净 流 入 
一 个 顶点 净 流 出 
十 一 划 
着 色 
oa- 着 色 
边 -着 色 
n- 边 着 色 
面 -着 色 
n- 面 着 色 
n- 可 着 色 
m- 边 可 着 色 
n- 面 可 着 色 
着 色 类 
边 着 色 类 
猜想 
四 色 猪 想 
Heawood- 地 图 染色 和 猜想 
完美 图 猜想 
强 完美 图 狂想 


有 向 HE 图 


into a vertex 


out Of a vertex 


coloring 
ncoloring 
edge-caloring 
n-edge-coloring 
face-coloring 
n-face- coloring 
n-colorable 
n-edge colorable 
n-face colorable 
color class 
edge-color clasa 
conjeeture 
{our-color conjecture 
Heawaod map coloring conjecture 
perfect graph conjecture 
strong perfect graph conjecture 
cutpoint 
cut 


minimum cat 


Cycle 

Hamiltonian cycle 

n-cycle 

even cycle 

odd cycle 

eycle in a digraph 

Hamiltonian cycle in a digraph 
embedding 


176 
176 


158 
92 


2- 胞 腔 嵌 入 2-cell embedding 
在 一 个 曲面 上 帐 入 embedding on a surface 
距离 distance 
十 三 如 
路 path 
平凡 路 trivial path 
于 -路 Hamiltonian path 
M- 交 错 路 M-alternating path 
M- 可 扩 小 M-augmenting path 
内 不 交 路 internally disjont paths 
有 向 路 directed path 
HH- 有 向 路 Hamiltonian directed path 
边 - 不 交 路 edge-disjoint paths 
数 number 
色 数 chromatic number 
(n-) 色 数 《n-)chromatic number 
边 色 数 edge-<hromatic number 
面色 数 face chromatic numher 
边 独 立 数 edge independence number 
点 覆盖 数 point covering number 
Ramsey 数 Ramsey number 
边 覆 兽 数 edge covering number 
点 独立 数 Vertex independence number 
处 数 crossing numhber 
极 数 extremal number 
团 教 clique number 
支配 数 domination number 
独立 支配 数 independent domination number 
面色 数 Tegion chromatic number 
十 四 划 


算法 algorithms 


附录 2 223 


93 
67 
12 


109 
145 
109 
60 

85 

140 
126 
113 
118 
145 
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好 算法 
E- 回 路 算法 
HL- 图 算法 
最 大 流 最 小 蔓 算 法 
最 小 生成 树 算法 
平面 图 算法 
按 序 荐 色 算法 
最 短路 算法 

十 人 划 
覆盖 
极 小 边 镍 盖 
极 小 点 覆盖 
边 材 盖 
顶点 - 枢 盖 


good algorithms 

下 -circuit algorithms 

H-cycle algorithms 

max-flow min-cut algorithma 
minimum apanning tree algorithms 
planar graph algorithms 

aequential coloring algorithma 


shortest path algorithma 


covering 
minimum edge covering 
minimum vertex covering 
edge covering 


vertex-cover 


15 
54 
58 
182 
43 
81 
125 
15 


109 
109 
109 
109 
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